UBERSICHT UBER EINIGE RICHTUNGEN UND
PROBLEME DER THEORIE ELLIPTISCHER
GLEICHUNGEN

Vladimir Maz’ya

Foreign Member of the Georgian National Academy of Sciences
52 Rustaveli Ave., 0108 Tbilisi, Georgia
Honorary Senior Fellow, Department of Mathematical Sciences,
University of Liverpool
Liverpool, L69 3BX, United Kingdom
vladimir.mazya@liu.se

Dieser Artikel ist ein Uberblick iiber meine Arbeiten zur Analysis und elliptischen
partiellen Differentialgleichungen, die zwischen 1960 und 1975 veroffentlicht wur-
den.

Im Jahr 1960 habe ich meinen Hochschulabschluss an der Fakultit fiir Mathema-
tik und Mechanik an der Leningrader Universitit absolviert.

Im Jahre 1975 hielt ich auf einem Symposium der Mathematischen Gesellschaft
der DDR in Halle, das dem 30. Jahrestag der Befreiung von der NS - Herr-
schaft gewidmet war, einen Plenarvortrag. Der Text meines Vortrags wurde an
eine Druckerei in Berlin geschickt, wo er in einem Sonderheft (1/1975) der Mit-
teilungen der Mathematischen Gesellschaft der DDR nachgedruckt wurde. Nach
ein paar Monaten wurde ich von meinen deutschen Kollegen informiert, daf es in
der Druckerei zu einem Brand gekommen sei, wobei die Sonderausgabe mit Vor-
tragen sowjetischer Kollegen verbrannt wére. Soviel ich weifl, wurde mein Vor-
trag nirgends gefunden, und selbst wenn einige Kopien davon erhalten geblieben
wiren, scheinen sie unzuginglich zu sein.

Obwohl seitdem fast ein halbes Jahrhundert vergangen ist, sind einige der in dem
Vortrag von 1975 behandelten Themen immer noch von Interesse. Die meisten
Probleme, die ich in den 1970-er Jahren formuliert habe, konnen noch einmal
vorgetragen werden.

Aus diesem Grund habe ich beschlossen, den vorliegenden Uberblick noch ein-
mal zu veroffentlichen, und ich hoffe, dass er nicht nur aus historischer Sicht von
Interesse sein konnte.

Es gibt noch einen weiteren, personlichen Grund fiir meinen Wunsch, dieses Ma-
terial zu veroffentlichen. Vor 50 Jahren, im Herbst 1971 war ich zum ersten Mal in
Tiflis auf einem Symposium fiir Kontinuumsmechanik und verwandte Analysis-
probleme, das anlésslich des 80. Jubildums von N.I. Muskhelischwili veranstaltet
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wurde.  Wihrend  dieses  unvergesslichen  Treffens  stellte  mich
S.G. Michlin Alexander (Jascha) Khvoles vor. Bald wurde er und seine wun-
dervolle Familie meine lieben Freunde. Jetzt fiihle ich mich geehrt, diesen Artikel
in liebevoller Erinnerung an Jascha zu veréffentlichen.

Partielle Differentialgleichungen elliptischen Typs sind bereits iiber ein Jahrhun-
dert klassisches Forschungsobjekt. Die Theorie dieser Gleichungen war ein Ent-
wicklungsstimulus und Priifstein fiir viele allgemeine Methoden der mathemati-
schen Physik, der Theorie der Differentialgleichungen und der Funktionalanaly-
sis. Eine auBerordentliche Rolle spielen die elliptischen Gleichungen in verschie-
denen Gebieten der Physik, insbesondere in der Kontiniumsmechanik .

Es ist schwer, ein anderes Spezialgebiet der mathematischen Physik zu finden, zu
dessen Ausarbeitung so viele Mathematiker Beitrag leisteten und leisten. Dank
deren Anstrengungen wurde auf dem im XIX. Jahrhundert gelegten Fundament
die weitverzweigte und dabei doch einheitliche elliptische Theorie aufgebaut, die
standig weiter entwickelt und iiberarbeitet wird.

Ziel dieses Vortrages ist es, eine Vorstellung iiber einige sich intensiv entwickeln-
de Richtungen diese Theorie zu vermitteln und auf gewisse ungeldste Probleme
hinzuweisen.

Der Inhalt des Vortrages wird in wesentlichem Mafle von den Interessen des Au-
tors bestimmt. Die zu den einzelnen Paragraphen gegebenen Literaturhinweise
sind bewuB3t unvollstindig.

1 Analytizitit und Differenzierbarkeit der Losungen el-
liptischer Gleichungen beliebiger Ordnung

Nach der Hilbertschen Hypothese (19.Problem) ist die Losung des regulédren Va-
riationsproblems erster Ordnung mit analytischem Integranden analytisch. Im 20.
Hilbertschen Problem wird die Frage gestellt, ob nicht jedes regulédre Variations-
problem eine Losung gestattet, wenn man den Begriff der Losung notigenfalls
im erweiterten Sinne auffasst. Diese Probleme waren Gegenstand konzentrierter
Aufmerksamkeit, beginnend mit den Arbeiten Bernsteins, die dem Fall zweier
unabhiingiger Verdnderlicher gewidmet waren und deren erste vor 70 Jahren er-
schien. In den letzten Jahren ist die Losung in hinreichender Allgemeinheit auch
im mehrdimensionalen Fall erzielt worden (s.[10],[11]).

Es war zu hoffen, dass die von Hilbert vorausgesehenen Gesetzmafigkeiten nicht
auf Variationsprobleme erster Ordnung beschrinkt sind. Was die Frage nach den
Existenz verallgemeinerter Losungen reguldrer Variationsprobleme beliebiger Ord-
nung betrifft, so hat sich diese Hoffnung tatsichlich als gerechtfertigt erwiesen,
sogar fiir allgemeinere als die Eulersche Gleichung quasilinearer gleichmiBig el-
liptischer Gleichungen (s. z.B.[1]). Dagegen hat sich aber vor noch nicht allzu lan-
ger Zeit herausgestellt, dass die natiirlich anmutende Annahme iiber Glattheit und
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Analytizitit dieser Losungen im allgemeinen nicht wahr ist. Die bei quasilinearen
elliptischen Gleichungen (insbesondere Eulerschen Gleichungen fiir Variations-
probleme erster Ordnung) mit glatten oder analytischen Koeffizienten vorliegende
Situation erwies sich als Ausnahme. Es sind Beispiele fiir nichtglatte (unstetige)
Losungen gleichmaBig elliptischer Gleichungen der Ordnung 2/,/ > 1, oder Sy-
steme zweiter Ordnung konstruiert worden ([3],[12]). Wir fiihren eines dieser
Beispiele an [12]: Der Gleichung

n=2)Au+A {(,0 [(Vu)z] ux;ux_,-uxix_,-} +
{"0 [(Vu)z] uxiuxjAu}xixj—i_ {902 [(Vu)z] Uit U uxluxixj}x,-xj - M
genligt die Funktion u (x) = |x|, wie immer auch die in die Koeffizienten ein-
gehende Funktion ¢ gewihlt sei. Wenn fiir ¢ > 0 die Funktion ¢ (#) nach oben
beschrinkt ist, ist die Gleichung (1) gleichmiBig elliptisch.
Analog ist die Situation bei der Eulerschen Gleichung des Variationsproblems fiir
reguldre Funktionale der Gestalt

f D aapx,u, oo, Vi) D uDPudsx,
lal=|81=!
WO
[>1,k<1-1,D"=0"/9x{" - x5, Vi = (D"}, |o] = k

und a,g beschrinkte analytische Funktionen sind. Man kann zeigen, daf die erste
Variation des Funktionals

f {(n=2) A + 2 [(VuP syttt @) + 6 [V (g, ) e

fiir u (x) = |x| verschwindet [12]. Es erhebt sich die Frage, ob diese Beispiele in
einem gewissen Sinne lediglich Ausnahmen von der Regel darstellen, oder ob sie
eine Gleichungen hoherer Ordnung eigene GesetzmaBigkeit widerspiegeln. Des
weiteren steht das Problem der Beschreibung einer Klasse nichtlinearer ellipti-
scher Gleichungen, deren verallgemeinerte Losungen ausschlieBlich glatte Funk-
tionen sind. Soweit dem Autor bekannt, sind diese Fragen bislang unbeantwortet.
Fiir breite Klassen quasilinearer elliptischer Systeme hoherer Ordnung ist die
Glattheit der verallgemeinerten Losungen auf einer Teilmenge vollen
n-dimensionalen Malles bewiesen [4]. Mehr noch: die Menge, auf der die Singu-
larititen der Losung konzentriert sind, ist vom Malle Null fiir ein Hausdorffsches
Mal einer gewissen Dimension kleiner n ([5]).

Elliptische Gleichung von héherer Ordnung unterscheiden sich noch in einer wei-
teren Hinsicht von den an weiter Ordnung. Wir betrachten lineare
gleichmiBig elliptische Gleichungen der Form

D" (aop () DPu) =0 ol =8| =1 6)
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Fiir stetige Koeffizienten a,g folgt aus bekannten Abschitzungen von Agmon-
Douglis-Nirenberg (vgl. [6]) die Holderstetigkeit der (I — 1) —ten Ableitungen ei-
ner Losung aus dem Sobolewschen Raum Wé‘l. (Aus dieser Tatsache folgt (s.[6]),
daf bei quasilinearen elliptischen Gleichungen beliebiger Ordnung mit unendlich
oft differenzierbaren Koeffizienten Losungen, die eine gewisse a-priori-Glattheit
besitzen, in Wirklichkeit unendlich oft differenzierbar sind). Es erhebt sich die
Frage, ob fiir die Giiltigkeit dieser Aussage iiber die Verbesserung der Eigen-
schaften der verallgemeinerten Losungen die Forderung nach der Stetigkeit der
Koeffizienten wesentlich ist.

Fir [ = 1 ist einem bekannten Satz von DeGiorgi nach diese Bedingung
tiberfliissig: Wenn die Koeflizienten der gleichmiBig elliptischen Gleichung

0 ou
&)

nur beschrinkt und mefbar sind, so ist jede verallgemeinerte Losung dieser Glei-
chung holderstetig ([7], [8]).

Vollig anders liegen die Dinge bei Gleichungen der Ordnung hoher als zwei.

Fiir 2/ < n sind Beispiele von Gleichungen des Typs (2) bekannt, deren Koeffi-
zienten beschrdnkt und mit Ausnahme eines Punktes iiberall unendlich oft diffe-
renzierbar sind, die jedoch Losungen aus dem Raum Wé besitzen, welche in einer
beliebigen Umgebung jenes Punktes unbeschrinkt sind ([9],[12] ) .Wir fiihren
ein solches Beispiel an: man iiberpriift unschwer, da3 der gleichméBig elliptischen
Gleichung

XiXj XiXj XiX jXkX]
VA% U + KA (1—2]) Uyx; + K(l—szu) + /’l(%ux,-xj) =0,
|x| |x| XiX |x| Xk X]

itj

2 v =(m-2)+e¢¢e> 0, die Funktion u (x) = [x|“® mit

wok=nn-2),u=n
_1

a(e)=2-1%+%e2[4(n - 1)’ + | geniigt.

Diese Losung besitzt ein endliches Energie-Integral und strebt fiir x — 0 gegen

Unendlich.

11
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2 Nichtkoerzitive Randwertaufgaben und das Problem
der Richtungsableitung

In dem n-dimensionalen Gebiet Q mit glattem Rand 0Q sei eine elliptische Glei-
chung A(x,D)u = f der Ordnung 2/ mit den Randbedingungen A;(x,D)u =
fi (j=1,---1) gegeben. (Hier betrachten wir nur Operatoren mit glatten Koeffi-
zienten).

Noch vor zehn Jahren wurden in der Theorie der Randwertaufgaben elliptischer
Gleichungen von hoher Ordnung nur sogenannte koerzitive Aufgaben untersucht.
Koerzitivitit bedeutet das Erfiilltsein einer gewissen algebraischen Bedingung
beziiglich der homogenen Hauptteile der Polynome (in &) A (x,&),A; (x, &), -,
Aj (x, &) fiir alle x € 0Q (s. [1],[2]). Diese Bedingung ist notwendig und hinrei-
chend dafiir, dal die hochsten Ableitungen der Losung der Randwertaufgabe im
Raum L, (Q) liegen, wenn nur die Norm von f in L, (2) und die entsprechen-
den Normen der Funktionen f; endlich sind. Des weiteren ist die Koerzitivitit
dquivalent der Giiltigkeit dre Noetherschen Sitze fiir den Operator

(A, AL A : H (Q) = H™2L(Q) x H ™1 (0Q) X - - - x H™™~1 (5Q)

WO § > max {m i+ %} ,mj die Ordnung des Operators A; und H* (0€2) dem Raum
von Aronszajn- Slobodezki auf 9Q bezeichnen.

Eine der Methoden zur Untersuchung von Randwertaufgaben fiir elliptische Glei-
chungen besteht in der Uberfiihrung der Randwertaufgabe in ein System von
Pseudodifferentialgleichungen auf dem Rand des Gebietes. Die Koerzitivitit der
Aufgabe ist gleichbedeutend der Elliptizitit des entsprechenden Pseudodifferen-
tialoperators auf dem Rand. Die Untersuchung nichtkoerzitiver Aufgaben steht
deshalb in engem Zusammenhang mit dem Studium “entarteter” elliptischer Pseu-
dodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. In den letzten Jahren
sind in der Theorie solcher Operatoren wesentliche Fortschritte erzielt werden
(Harmander [3], Nirenberg/Treves [5], Treves [6], Wainberg/Gruschin [15], Jego-
rov [9], Vischik/Gruschin [10], Eskin [11], Masja/Panejach [12]-[14]). Eine der
ersten in der Theorie nichtkoerzitiven Aufgaben war der Arbeit von Kohn und
Nirenberg [7], die nicht unmittelbar mit entarteten elliptischen Operatoren zu-
sammenhéngt. Diese Untersuchungen wurden in starkem Mafle durch Interesse
an zwei konkreten Randwertaufgaben stimuliert, gemeint sind das sogenannte -
Problem Neumanns (s. [8]) und das Problem der Richtungableitung. Letzteres
wird folgenderweise gestellt:

& 62 n P
AwD) = ay o
(x ) i’jZ::l aij ()C) ax,'a)(fj + ; a (x) 6xl. +ag (x)

sei ein elliptischer Operator mit reellen Koeffizienten und « eine glatte, nirgends
Null werdende Vektorfunktion auf Q . Gesucht ist die Losung der Gleichung

13
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Au = f unter der Randbedingung g—g = ¢ auf 9Q. Im zweidimensionalen Fall ist
diese Aufgabe immer koerzitiv, fiir n > 2 ist sie es genau dann, wenn das Feld o
in keinem Punkt tangential zum Rand 0€Q ist. Unter dieser Voraussetzung hat die
Aufgabe den Index Null, aus der allgemeinen Theorie der koerzitiven Randwert-
aufgaben folgen exakte Abschitzungen der Losung in verschiedenen Normen, und
mit Hilfe des Maximum-Prinzips lassen sich unschwer Bedingungen fiir eindeu-
tige Losbarkeit angeben.

Wenn das Feld @ auf einer gewissen Teilmenge des Randes 0Q selbigen tangiert,
so erweist sich das Poincare—Problem im allgemeinen als nicht korrekt gestellt.
Die ersten Ergebnisse {iber das nichtkoerzitive Poincare—Problem erzielte Bisad-
ze (s.[16]), korrekte Aufgabenstellungen wurden zuerst von Malutow [17] und
Jegorow/Kondratjew [18] vorgeschlagen. In den Arbeiten von Hormander [3],
Jegorow [9], Wischik/Gruschin [10], Eskin [11] und Masja/ Panejach [12]-[14]
tiber nichtkoerzitive Randwertaufgaben und nichtelliptische Pseudodifferential-
operatoren sind auch Informationen iiber das Problem der Richtungsableitung im
nichtkoerzitiven Fall enthalten.

Die Resultate der aufgefiihrten Arbeiten sollen hier weder niher analysiert noch
miteinander verglichen werden. Sie unterschieden sich voneinander sowohl in
den Formulierungen als auch in den Beweismethoden. Die grundlegenden Er-
gebnisse wurden unter der Voraussetzung erzielt, da das Feld @ den Rand auf
einer (n — 2)-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit I'y (ohne Rand) tangiert, zu I'y

selbst aber in keinem Punkt tangential ist. Dann zerfallen die Komponenten von
I'g in natiirlicher Weise in die drei Klassen des “Eintretens (des Feldes a in
Q) , des “Austretens* und des “status quo*. Grob gesprochen 14t sich die Si-
tuation wie folgt beschreiben. Die Komponenten des “Eintretens* erzeugen eine
Uberbestimmtheit der Aufgabe, die der “Austretens* eine Unterbestimmtheit, und
die Komponenten, in deren Umgebung das Feld auf einer Seite von 0Q bleibt,
haben keinen Einflii§ auf die Losbarkeit (natiirlich in entsprechenden Funktio-
nenklassen). Fiir die Korrektheit der Aufgabenstellung ist es also hinreichend, die
Losung in einer Klasse von Funktionen zu suchen, die auf der Mannigfaltigkeit
des “Eintretens* vorgegebene Werte annehmen und auf der Mannigfaltigkeit des
“Eintretens® Spriinge erster Art haben konnen. In der Arbeit [14] wurden notwen-
dig und hinreichende Bedingungen fiir das Fehlen solcher Spriinge beschreiben
und eine Asymptotik der Losung in der Nédhe der Sprungstelle angegeben.

Das Nichttangieren des Feldes « an der Teilmannigfaltigkeit I'y bedeutet, daf} die-
se Mannigfaltigkeit nicht charakteristisch ist fiir die dem Problem der Richtungs-
ableitung entsprechende Pseudodifferentialgleichung auf 6Q. Diese Forderung
wurde in der Arbeit [19] aufgehoben und durch folgende Bedingung ersetzt: Auf
0Q sei eine Folge von Teilmannigfaltigkeiten ohne Rand I'pal'y o --- O T gege-
ben, das Feld « tangiere die Mannigfaltigkeit I'; (i = 0,--- , s — 1) in den Punkten
von [';41 (und nur in diesen), tangiere aber nicht I';. Unter dieser Vorausetzung
wurde ein Satz iiber die eindeutige Losbarkeit des Problems der Richtungablei-

14
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tung und die Vollstetigkeit des inversen Operators bewiesen. Obwohl jetzt die
Punkte des “Eintretens* und “Austretens® in einer Komponente der Mannigfal-
tigkeit des Entartens liegen konnen, hat es sich gezeigt, dal die Aufgabe 16sbar
wird, wenn man sie nur in einer gewissen verallgemeinerten Form betrachtet, die
neben der zusitzlichen Randbedingung u = 0 des “Austretens® die Moglichkeit
eines Sprunges der Losungen in den Punkten des “Eintretens® einschliefit. Die
beziiglich des Feldes a formulierte Bedingung schliefit die Mo6glichkeit aus, wo
das Feld den Rand ldngs einer Kurve tangiert, zu welcher es ebenfalls tangential
ist. Im Falle der Verletzung dieser Bedingung ist der inverse Operator der Aufgabe
nicht mehr vollstetig.

Diese Ergebnisse werden mit Hilfe einer gewissen Modifikation der Energieme-
thode erzielt, jene gestattet Abschitzungen der Losungen in schwachen Normen.
Genaueres ist {iber das Verhalten der Losung in der Nidhe der Punkte des “Ein-
tretens* und “Austretens‘ nicht bekannt. Es stellt eine interessante und offenbar
schwierige Aufgabe dar, derartige Informationen zu erhalten.

Im Unterschied zum Problem der Richtungsableitung ist fiir allgemeine nicht-
koerzitive Aufgaben der Fall, wo ein Teil der Mannigfaltigkeit des Entartens des
entsprochenden Pseudodifferentialoperators charakteristisch ist, nicht untersucht.
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3 Die Theorie der Kapazitiaten und elliptische
Gleichungen

Noch in jiingster Vergangenheit waren die Anwendungen der Potentialtheorie fast
ausschlieBlich auf lineare elliptische Gleichungen zweiter Ordnung beschrinkt.
In den letzten Jahren wurden die Ideen und Methoden dieser Theorie immer mehr
auch auf lineare und quasilineare Gleichungen beliebiger Ordnung ausgedehnt.
Eine andere Tendenz ist die immer breitere Anwendung des Kapazititbegriffs in
der Theorie der elliptischen Randwertaufgaben.

Schon das von Wiener gefundene Kriterium fiir die Losbarkeit des klassischen
Dirichlet-Problems zeigte, daf fiir die vollstindige Beschreibung der metrischen
Eigenschaften des Randes, die die Eigenschaften der Randwertaufgabe bestim-
men, die gewdhnlichen geometrischen Begriffe - Lénge, Fliche,
Kriimmung usw. - nicht ausreichend sind. Formuliert ist der Wienersche Satz mit
Hilfe des Begriffes der harmonischen Kapazitit, des mathematischen Analogons
der elektrostatischen Kapazitit eines Korpers.

Charakterisierungen von Mengen mit Hilfe von Kapazititen treten in natiirlicher
Weise auch bei der Losung von Problemen auf, die oft von der Aufgabenstel-
lung her nicht miteinander zusammenhingen und mit verschiedenen Methoden
gelost werden. Wir verweisen auf die von Keldysch und Lavrentjev 1937 gefun-
dene notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Stabilitit des klassischen
Dirichlet-Problem bei Variation des Gebietes, das von Moltschanov 1952 angege-
bene Kriterium fiir die Diskretheit des Spektrums des Dirichlet-Problem fiir einen
elliptischen Operator zweiter Ordnung und die von Deny (1950) und Deny/Lion
(1953) entwickelte Theorie der prizisierten Beppo-Levi-Funktionen.

Obwohl also die wichtige Rolle der harmonischen Kapazitit in einigen Fragen
schon relativ lange bekannt ist, zeigte sich doch erst jetzt die universelle Bedeu-
tung vielfdltiger kapazititiver Charakterisierungen von Mengen fiir die elliptische
Theorie. Vollig natiirlich ist zum Beispiel die (ein breites Forschungsprogramm
einschlieBende) Frage nach solchen notwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen fiir den Rand des Gebietes, die gewihrleisten, dass jene Eigenschaften der
Randwertsaufgaben oder Funktionalrdume erhalten bleiben, die friiher unter der
Vorausetzung einer hinreichenden Glattheit des Randes gefunden worden waren.

Zum gegenwirtigen Zeitpunkt sind viele Probleme dieser Art gelost, und es zeigte
sich, daf} die Antwort hdufig mit Hilfe verschiedener Kapazititsbergriffe gegeben
werden kann. Das betrifft notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingungen
fiir Randwertaufgaben in verschiedenen Aufgabenstellungen; beispielsweise Kri-
terium  fiir die  Beschrinktheit, = Kompaktheit  oder  fir  die
Moglichkeit der AbschlieBung von Einbettungsoperatoren fiir Funktionalrdume;
Beschreibung des Randverhaltens der Losungen, der Struktur des Spektrums ellip-
tischer Operatoren, hebbarer Singularititen und Eindeutigkeitsmengen; das Pro-
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blem der Approximation

von Funktionen durch Losungen elliptischer Gleichungen u.a.
Hier soll (im wesentlichen am Material eigener Arbeiten des Autors) die Rolle
einer der Varianten der Kapazititen — der sogenannten(p, [)-Kapazitit - in einigen
der genannten Fragen illustriert werden.

3.1 Kapazitiiten, die mit Klassen /-mal differenzierbarer Funktionen
zusammenhiangen

Es sei e eine beliebige kompakte Teilmenge des Gebietes O ¢ R" .Wir fiihren die
Funktionenklasse

W (e, Q) = {u € Cy (€),u =1 in einer Umgebung von e }

ein und bezeichnen als (p, [)-Kapazitit von e beziiglich des Gebietes Q die Zahl

(p,D-cap (e,Q) = inf {f |[Diu|Pdx : u € V3 (e, Q)}
Q

wo p > 1 . Im Falle Q=R" wird der Hinweis auf Q in den Bezeichnungen
W (e, Q) , (p, ) -cap (e, Q) usw. weggelassen.

Fiir p = 2,1 = 1,Q=R" fillt diese Mengenfunktion bis auf einen Faktor mit der
Wienerschen Kapazitit zusammen.

Mit Hilfe der Fuktionenklasse

N(e)={ueCy(R):ux1auf e

definieren wir eine weitere Funktion kompakter Mengen:

cap,,(e) = inf{ |IDiu|Pdx; u € N (e)}
RI’L

die offensichtlich nicht grosser als (p, [) -cap (e, Q) ist. Es ist leicht zu sehen, dafl
(p, 1) -cap (e,Q) = cap, (e) ; ferner zeigte sich ([15],[16]), daB3 bei p > 1 fiir
alle/ = 2,3,--- die Ungleichung

(p,])-cap (e, Q) < constcap,, (e) (D)

gilt, wobei die positive Konstante ¢ nur von n, p abhédngt. (Ein entsprechendes Re-
sultat wurde in [1] auch fiir gebrochene Werte von [ erzielt). Die sich fiir p = 2
die Kapazitit cap,;(e) nur durch einen Faktor von der Kapazitiit der Ordnung
2l von M.Riesz unterscheidet, so folgt aus (1), dal die /-harmonische Kapazitit
(2,1)-cap und die Kapazitit der Ordnung 2/ von M.Riesz dquivalent sind in dem
Sinne, daf ihr Quotient fiir alle kompakte e nach beiden Seiten durch zwei positi-
ve Konstanten, die nur von n abhéngen, abgeschitzt werden kann. Der Beweis der
Ungleichungen (1) und einer anderer Eigenschaften der (p,l)-Kapazitit benutzt
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1
du(z) (P~' _dy
|z_y|nfl |X—Z|nil
gehen diese Potentiale von M-Riesz iiber). Wichtige Folgerung dieser Theorie

sind exakte Sitze iiber den Zusammenhang von (p, /)-Kapazitit und Hausdorff-
schen MaB3en, die bekannte Resultate dieser Art fiir die Kapazitit von M.Riesz
verallgemeinern.

wesentlich die Theorie nichtlinearer Potentiale fRn [ fRn (fiirp =2

1. Wenn das Hausdorffsche Mal} der Dimension n — pl einer Menge e C R"
endlich ist, so gilt (p, ) -cap (e) = 0 ([2],[17],[18]).

2. Wenn das Hausdorffsche h-Mal3 der Menge e positiv ist und die Funktion £
der Ungleichung
B
f |[#7~"h (z)]"“? < o0
e

genligt, so gilt (p,[)-cap (e) > 0 ([17],[18]).

Eine niitzliche Modifikation des Begriffs der (p, [)-Kapazitit sind verschiedene
Funktionale, die auf Klassen von mit der Menge e zusammenhéngenden Funktio-
nen definiert sind. Zum Beispiel wurde in den Arbeiten [19] und [20] die Men-
genfunktion

et @0 D ;

4
el

p(Ba) cu e Cy (By),dist(suppu,e) > O}’

(p’ l’ ('I) -A (6, Bd) = lnf{

fiir p = g = 2 eingefiihrt (e ist hier eine kompakte Teilmenge der Kugel B; =
{x:]|x| <d}) und bei der Untersuchung von Bedingungen fiir die eindeutige
Losbarkeit des Dirichlet-Problems fiir elliptische Gleichungen der Ordnung 2!/
angewendet. Die Funktionen (p,[)-cap und (p,l,q) — A erwiesen sich als eng
zusammenhéngend. Bevor wir das entsprechende Resultat formulieren, geben wir
zwei Definitionen.

Definition I
Das Kompaktum e heil3t (p, /)-unwesentliche Teilmenge der Kugel B,, wenn fiir
eine hinreichend kleine, nur von n, p und / abhdngende Konstante y die Unglei-
chung

(p,1)-cap (e, Bag) < yd" '

erfiillt ist, andernfalls nennen wir die Menge e eine (p, [)-wesentliche Teilmenge
der Kugel B;.

Definition II

Wir fixieren die Kugel B; und bezeichnen mit B; eine beliebige abgeschlossene
Kugel mit dem Durchmesser ¢, die in B, enthalten ist. G sei eine offene Teilmenge
von By. Die kleinste obere Grenze all der ¢, fiir welche die Menge der Kugeln, die
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mit B \ G einen (p, [)-unwesentlichen Durchschnitt haben, nicht leer ist, heif3t
(p, D-innerer Durchmesser von G beziiglich der Kugel B, und wird mit 6,,; (G, By)
bezeichnet. Im Grenzfall B; = R" werden wir 6,;(G) schreiben und von (p, [)-
inneren Durchmesser von G sprechen.

Die im weiteren benutzte Schreibweise a ~ b soll ausdriicken, dall zwei positi-
ve Konstanten C, C; existieren, die nur von den “dimensionslosen® Parametern
n, p, [ abhéngen, so daB3 @ und b der zweiseitigen Abschidtzung Cia < b < Cra
geniigen.

In der Arbeit [21] wurde das folgende Ergebnis erzielt:

d™"14(p,1) - cap(e, Byg) ~fiir
(p,l) — unwesentliche Mengen e C By

(p7 la Q) _A(e’ Bd) ~
n-pl-np/q .
[5p,1(Bd \e, Bd)] fiir

(p,1) — wesentliche Mengen e C By

Andere Verallgemeinerungen des Wienerschen Kapazititsbegriffs wurden von An-
ger [7] und Wildenhain [8] vorgeschlagen. Wildenhain zeigte in der Arbeit [9],
daf} die Klassen der Mengen der Kapazitdt Null nach M.Riesz beziehungsweise
im Sinne des Buches [8] zusammenfallen. Hinweise auf Literatur zur Entwicklung
des Begriffes der (p, [)-Kapazitit kann man in [18] finden.

3.2 Kapazititen und Integralungleichungen. Anwendung auf das
Dirichlet-Problem

Die eben angegebene dquivalente Beschreibung der Funktion (p, 1, q) — A (e, By)
mittels der (p, [)-Kapazitit oder des (p, [)-inneren Durchmessers ist im Wesen ein
Satz iiber die beste Konstante in der Ungleichung

l
”ulliq(Bd) <C Zl dp(J_l)”Dju”Z,(Bd)
j=

fiir alle Funktionen u € C* (By), die in einer Umgebung des Kompaktums e C By
verschwinden. Mit Hilfe derartiger Resultate erhilt man notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir Beschrianktheit und Kompaktheit der Einbettungsopera-
toren Sobolevscher Riaume.

Es bezeichne Zﬁ, (QQ) die Vervollstindigung des Raumes C8° () in der Metrik
[|1Dgu]| L,(©Q)- Wir formulieren Kriterien fiir die Beschranktheit und Kompaktheit

des Einbettungsoperators von Ii,, () in L, (Q) fiirn > pl.

Satz 1 ([21]-[23])
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Esseiq € [p, %) . Die Ungleichung
i @) < CllDull, ) 2
gilt genau dann fiir alle u € C§° (€2), wenn fiir ein gewisses d > 0

inf (p, D) -cap (Ba[ VR™NQ) >0 3)

gilt, was gleichbedeutend mit der Endlichkeit des (p, [)-inneren Durchmessers der
Menge Q ist.

Satz 2 ([22], [23])

Esseip>1lundgqge€ [p, o lp) Eine beliebige in Ll (Q) beschrinkte Menge von
Funktionen u € Cj’ (€2) ist genau dann relativ kompakt in L, (), wenn fiir alle
d > 0 die Ungleichung

n n—p
Jim inf (p, D -cap (Ba[ \R™NQ) > kd
erfiillt ist. ({B,} ist die Menge der Kugeln vom Radius d, die auB3erhalb der Kugel
{x: |x| < p} liegen).

Im Fall p = 2 enthalten die formulierten Sitze offensichtlich notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir die strikte Positivitdt und Diskretheit des Spektrums
des Dirichlet-Problems fiir den Operator A’ Unter der Voraussetzung, daB das
Spektrum diskret ist, erhielt G.W. Rosenblum mit Hilfe des Begriffs der (2,/) —
Kapazitit formulierte Abschitzungen fiir die Verteilungsfunkton N (1) der Eigen-
werte dieses Problems (s.[24]).

Als weitere Anwendung von Satz 1 geben wir ein Kriterium fiir die Losbarkeit
des Dirichlet-Problems fiir die quasilineare Gleichung

D, D (a (x. Diw) = £ (). @)

lerl=1

Die Funktionen a, seien fiir fast alle x € Q stetig beziiglich der Gesamtheit
der restlichen Verinderlichen und fiir alle Werte dieser Veridnderlichen mef3bar
beziiglich x. Fiir jeden Vektor v = {v,} mdgen fiir ein gewisses p > 1 die Unglei-
chungen

D V) ve = WP, D lag ()] < AP ()

3 @

fiir 2 = const > 0 gelten. Weiters sei die Giiltigkeit der folgenden “Monotoniebe-
dingung* vorausgesetzt, daB3fiir w # v gilt die Umgleichung

D[ (6, ) = g (6, W)] (v = we) > 0. (©)

a
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Unter diesen Voraussetzungen ist, wie in [25] gezeigt, die Ungleichung (2) not-
wendig und hinreichend fiir die eindeutige Losbarkeit der Gleichung (4) fiir al-
le felL s (€2). Satz 1 gibt also eine explizite notwendige und hinreichende
Losbarkeltsbedlngung in der Terminologie der (p, /) —Kapazitét.

Wir bezeichnen mit pr (Q,v) die Vervollstidndigung des Raumes C (€2) in der

Norm |
»
IDyull ) + (f |M|pdV) ,
Q

wobei v ein Mal} in Q ist. Der folgende, in der Arbeit [26] bewiesene, Satz gibt
ein Kriterium fiir die Beschrinktheit und Kompaktheit des Einbettungsoperators
von L, (Qv) in L, (Q) .

Satz 3

1. Die Ungleichung ||u|| L@ < Cllul| L@ gilt genau dann fiir alle u € C’ (Q),
wenn eine positive Konstante d existiert, so daf} fiir alle Kugeln By, die
einen (p, [) — unwesentlichen Durchschnitt mit R”"\2 haben, und fiir alle
(p, ) —unwesentliche Kompakta e C B, gilt

v(Bg\e) > const > 0

2. Die Menge
{u € C3 (R : il o < 1}

ist genau dann in L, (Q) relativ kompakt, wenn auBler der Bedingung aus dem
ersten Teil des Satzes fiir die gegen Unendlich strebende Kugel B, (d ist eine
feste positive Zahl), die mit R"\Q einen (p, [) —unwesentlichen Durchschnitt hat,
die Grenzbeziehung
1{11}f v(Bi\e) = oo
e

erfiillt ist, wobei das Infimum {iber alle (p, /) —unwesentlichen Teilmengen von B
zu erstrecken ist.

Das letzte Resultat stellt eine Verallgemeinerung eines bekannten Kompaktheits-
kriteriums von Moltschanov ([27]) dar.

In Arbeit ([26]) des Autors wurde gezeigt, dal der Einheitsoperator auf Cg" Q)
betrachtet als Operator aus L, (Q) in Li, (Q,v), genau dann eine AbschlieBung
gestattet, wenn das Mal3 v absolut stetig ist beziiglich der (p, /) —Kapazitit.

In Falle p = 2 enthilt der formulierte Satz notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fiir die strikte Positivitdt und Diskretheit des Spektrums des gleichméBig
elliptischen selbstadjungierten Operators, der durch die quadratische Form

f Z aop (x) D* uDBudx+f|u|2dv,u e Cy (),
2 |aj=lpl=t Q
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erzeugt wird.
In Arbeiten des Autors (s.[15], [28]-[30]) ist Aquivalenz gewisser Integralunglei-
chungen und isoperimetrischer Ungleichungen, die einen Zusammenhang zwi-
schen Maflen und Kapazititen herstellen, bewiesen worden. Wir fiihren einen sol-
chen Satz an.

Satz 4 ([28])
Es sei v ein MaB in dem Gebiet Q C R".

1. Wenn eine Konstante A existiert, so daB fiir alle Kompakta e C Q die Un-

gleichung
[v(e)]*? < A(p,1)-cap (e, Q) @)
mit @ > 0,ap < 1,p > 1, erfiillt ist, dann geniigen alle Funktionen u €
Cy (€) der Abschitzung
plq
([ wiraycoy < [ 1pupas ®)
Q Q

fiir

g=a ', K<p’(p-D"PA (Du=gradu).

2. Wenn fiir eine beliebige Funktion u € C’ (€2) die Abschitzung (8) erfiillt
ist, wobei ¢ > 0 und die Konstante K nicht von u abhingt, dann gilt fiir alle
Kompakta e ¢ Q die Ungleichung (7) mita = ¢! und A < K.

Insbesondere folgt aus (7) und der isoperimetrischen Eigenschaft der (p, /) -
Kapazitit (von allen Korpern eines gegebenen Volumens hat die Kugel die grofite
(p, ) —Kapazitit beziiglich R") unmittelbar die Ungleichung

_pzl 1 pm
lllz, o gy < POr = P)™ 7w~ (|Dutlly oy,
n=p

die bis auf Konstante mit einer Sobolevschen Ungleichung iibereinstimmt.
Beim Beweis des Satzes 4 wird die folgende Behauptung benutzt, die auch fiir
sich von Interesse ist.

Lemma([28])
Sei u eine beliebige Funktion aus C° (€2) und M; = {x : [lu (x)|| > #}. Dann gilt

p-1
f (p, D-cap (M,, Q) "~ 1dt<( ) f |DulPdx.

Es wire duBerst interessant, diese Ungleichung auf den Fall zu verallgemeinern,
wo Du durch Dju und die (p, 1) —Kapazitét durch die (p, [) —Kapazitit ersetzt sind.
Dem Autor gelang dies nur fiir p > 1,/ = 2,Q = R" (s.[28]).
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Fiir p = 2 fand Satz 4 Anwendungen in der Theorie des Schrddingeroperators,
der durch die quadratische Form

S [u,u] = f |Duf*dx — f ul*dv (x) ,u € CJ (Q)
Q Q

erzeugt wird. Mit seiner Hilfe lassen sich Bedingungen fiir die Positivitit und
Halbbeschrinktheit wie auch Bedingungen fiir die Diskretheit und Endlichkeit
des negativen Spektrum des Operators angeben ([31]). Zum Beispiel ist die Be-
dingung

) v(e) ) 1
1 _— Q -
Jim sup {(2’ D cap(e ) e C Q,diam (e) < s} < 7

hinreichend fiir die Halbbeschrinktheit der Form S [u, u] in L, (). Als notwen-
dige Bedingung ergab sich, daB selbiger Grenzwert nicht grofer als Eins ist.

3.3 Das Neumann-Problem in Gebieten mit nichtregulirem Rand

Kriterien von Typ (6) fiir Einbettungsoperatoren sind nicht nur in Rdumen solcher
Funktionen bewiesen, die auf dem Rand verschwinden. Wir betrachten einen Spe-
zialfall, der zu notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit
im Energieraum des Neumann-Problem fiir einen gleichmiBig elliptischen Ope-
rator zweiter Ordnung fiihrt. Es handelt sich dabei um Resultate der Arbeit [32].

Es sei Q ein beschriinktes Gebiet im R" und f € L, (Q)(p > 1) eine gegebene
Funktion, die in Q orthogonal zu Eins ist. Wir betrachten den Differenzialoperator

Oou
Au=—-—\a;jj—|,
" (9x,- (al] an)
wobei g;; in Q meBbare und beschrinkte Funktionen sind, die fiir jeden Vektor
¢ € R" mit €] = 1 der Bedingung
a;j (x) & > const > 0

geniigen.

Das Neumann-Problem fiir die Gleichung Au = f mit homogener Randbedingung
wird in folgender Weise gestellt. Gesucht ist eine Funktion
u € Ly(Q) (u € Ly (Q) bedeutet u € D’ (Q) und [|Dull;, () < oo.), die der Be-

dingung
f ou (’)ud ff J ©)
ajj——dx = vdx
Q jax,-(‘)x‘, Q

fiir eine beliebige Funktion v € L; (Q) N Lo (2) geniigt. Es ist klar, dal diese
Aufgabe genau dann fiir jede zur Eins orthogonale Funktion f € L, (2) 10sbar ist,
wenn fiir alle v € L% (Q) die Poincaresche Ungleichung

I{Icl}f v —rcll, < KIDVIL, @) (10)
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mitg = p(p — 1)_1 erfiillt ist. ({c} ist der Unterraum der Konstanten).
Fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (10) wurde in [32] eine notwendige und hin-
reichende Bedingung gefunden, die das Gebiet Q charakterisiert. Um diese Be-
dingung zu formulieren, definieren wir die sogenannte Leitfdhigkeit.

Definition III.

Es seien F eine in Q abgeschlossene und G eine offene Teilmenge von €, dabei
gelte F C G . Die Menge K = G\F nennen wir “Leiter”. V (K) bezeichne die
Funktionenklasse V (K) = {f € C* (Q) : f = 1 auf F; f = 0 auBerhalb von G}.
“Leitfdhigkeit” des Leiters K heifit die Grofie

cond (K) = inf{ f |Duf*dx: f € V(K)}
Q

In [32] wurde gezeigt, dal} die Ungleichung (10) fiir ¢ > 2 genau dann gilt, wenn
die Bedingung

[mes, (F)]

s{zgy cond (K)

erfiillt ist, wobei mes,, das Lebesgue MafBBund {K} die Menge der Leiter K = G\ F
bezeichnet, die der Bedingung 2mes,, (G) < mes, (2) geniigen. Fiir die Giiltigkeit
der Bedingung (11) ist es hinreichend, wenn die leichter zu iiberpriifende Unglei-
chung

1D

[mes, (G)]

SUp ————— < © 12
Q6% (12)

erfiillt ist, wobei {G} die Gesamtheit aller offener Mengen G C € bezeichnet, fiir
welche Q) 0G eine Mannigfaltigkeit der Klasse C* ist und die der Bedingung
2mes, (G) < mes, () geniigen: mit H,_ () dQ) wird das (n — 1) — dimensio-
nale Maf der Fliche Q") Q2 bezeichnet.

Die Frage nach der Diskretheit des Spektrums des Neumann-Problems fiir den
Operator —A wird durch ein bekanntes Lemma von Rellich auf die Frage nach
der Kompaktheit des Einbettungsoperators des Sobolevschen Raumes W2l (Q) in
L, (Q) zuriickgefiihrt. Die in [32] erhaltene notwendige und hinreichende Bedin-
gung fiir die Kompaktheit dieses Operators hat die Form

mes, (F)

sup  —— -0 (13)
{K:mes,(G)<m) cond (K) M—0

Bedingungen von Typ (11) - (13) gestatten in konkreten Fillen eine effektive
Uberpriifung.
Wir fiihren ein solches Beispiel an. Das Gebiet Q C R? sei die Vereinigung des

Quadrates Q = {(x,y) : 0 < x <2,-1 <y < 1} mit den symmetrisch angeordne-
ten Quadraten Q,,, Q_,, und den verbindenden “Hilsen* S ,,,, S _,,, (s.Abb).
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Die Seltenlidnge der QuadrateQ,,, O_,, und die Hohe der “Hélse“ S ,,, S _,, sei 27"
und die Breite der Hilse 27", @« = const > 1, (m=1,2---).

| E
dm g
E
- j _r—i
?‘ﬂﬂ'r
e

0

Dieses Gebiet wurde fiir @« = 4 in der Monographie von Courant und Hilbert

“Methoden der mathematischen Physik* (Bd.2, M.-L. 1951) als Beispiel fiir ein
Gebiet eingefiihrt, fiir welches die Poincaresche Ungleichung (10) mit ¢ = 2 nicht
gilt. In [32] wurde gezeigt, daB die Poincaresche Ungleichung genau dann gilt
(und folglich das Neumann-Problem fiir die Gleichung —Au = f in Lé (Q) bei
beliebiger zur Eins orthogonalen rechten Seite aus L, (€2) losbar ist), wenn gilt
a < 3. Die Diskretheit des Spektrums des Neumann-Problems fiir den Operator
—A ist der strengen Ungleichung « < 3 dquivalent.
An die Arbeit [32] schlieBt sich der Artikel [33] an, in dem das Problem der
Losbarkeit im Energieraum und der Diskretheit des Spektrums des Neumann-
Problems fiir elliptische Operatoren beliebiger Ordnung unter schwachen Voraus-
setzungen iiber Gebiet und Koeffizienten untersucht wird.
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In der Terminologie der Leitfdahigkeit kann man ebenfalls Bedingungen angeben,
die die Beschrinktheit der Normen der Losung des Problems fiir den Operator
A in den Réumen L (), L, (Q),Lll7 (Q) gewihrleisten. Wir formulieren eines
dieser Resultate.

Es existiert eine Konstante C, die nur von der Elliptizititskonstanten des Operators
A abhingt, so daf}

0sC U scf N (f, 01 %dt
Q 0

gilt, wobei N (f,t) = sup fF | fldx auf der Menge der Leiter K = G\F ist,
die den Bedingungen cond (K) < t und 2mes, (G) < mes, () geniigen (un-
veroffentlicht).

3.4 Uber Koerzitivitit und den Index der AbschlieBung des Opera-
tors fiir das Dirichlet-Problem in Gebieten mit nichtregulirem
Rand

Mit Hilfe der Begriffe der harmonischen Kapazitit und der mittleren Kriimmung
einer Teilmenge des Randes kann man in gewissem Sinne exakte hinreichende
Bedingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung Au = f fiir alle f € L, (Q2) im
Raum W22 (Q2) angeben.

Satz 5

Es sei dQ eine Fliche der Klasse C', die auBerhalb einer gewissen abgeschlosse-
nen Teilmenge F, H,_; (F) = 0, zweimal differenzierbar sei. Weiters wird vor-
ausgesetzt, daf} die Flache in einer gewissen Umgebung von F konvex nach innen
(bzgl. Q) ist. Unter der Bedingung

wy (n —2)

R (14)

lim sup
&—=+0

Jox ) Hy-rdx
(2. 1)-cap (e)

te C 0Q,diam (e) < s} <

wo n > 2 und y (x) die Summe der Hauptnormalkriimmungen im Punkt x €
(0Q)) \F sowie w, den Flachenhalt der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphire be-
zeichnet, liegt jede verallgemeinerte Losung u € Wl1 (€2) der Randwertaufgabe

Au=f,fel;(Q),u=0auf 0Q (15)
im Raum le () und geniigt der Abschétzung
1D2ull, ) < CllfllL,@)-

Die Bedingung (14) ist im folgenden Sinne exakt: es existiert ein Gebiet, fiir
welches in (14) das Gleichheitszeichen steht und wo fiir eine gewisse Funktion
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f € C* (Q) die zweiten Ableitungen der verallgemeinerten Losung des Problems
(15) nicht quadratisch summerbar sind (s.[38]).

Wenn das Gebiet € bis auf Bedingung (14) allen Voraussetzungen von Satz 5
geniigt, dann folgt aus der Konvergenz des Integrals

1
f Q)1 2dt
0

fiir die Funktion Q (¢) = sup {fe)((x) H,_1dx:ecC0Q,(2,1)-cap(e) < t} fiir die
Losung der Randwertaufgabe (15) die Abschitzung

sup |Dul < Cl|fll, ) - P > n-

Dieses Kennzeichen fiir die Beschrinktheit des Gradienten der Losung des Dirichlet-
Problems ist im selben Sinne wie Bedingung (14) exakt.

Der Begriff der Leitfdhigkeit erwies sich als niitzlich bei der Untersuchung der
Frage nach dem Index der AbschlieBung des Operators fiir das Dirichlet-Problem
in Gebieten mit nicht reguldren Grenzen.

Es sei Q ein Teilgebiet des R mit der kompakten AbschlieBung Q und der Jor-
dankurve 0Q als Rand, sei z = x; + ix; € Q und O ein Punkt des Randes. Wir
betrachten in Q den elliptischen Operator

2 2
0 %) 0
A= ol L iz ta,
£ Ox; (a](?xj)+;a ox ¢

wo die Funktionen g;; in Q einer Lipschitzbedingung geniigen und eine positiv-
definite Matrix bilden und die Funktionen a; und a mef3bar und beschrinkt sind.
O.B.d.A. konnen wir voraussetzen, daf3 Hai ; (0)|| die Einheitsmatrix ist.

Wir definierenden den Operator A auf dem Raum sz () N W> (Q) und bezeich-
nen mit A seine AbschlieBung in L, (2). A* sei der in L, () zu A adjungierte
Operator, A die Friedrichssche Erweiterung und indA = dimkerA* — dimkerA.
Weiters bezeichne Q,, die Menge {z € Q: 7] < p} und cond (Kp) die Leitfahigkeit
des Leiters K, = Q5\£2,,, wo ¢ eine fixierte kleine positive Zahl und p € (0, 6) ist.
Wenn der Rand dQ eine Kurve der Klasse C? ist, so gilt bekanntlich A = A = A
und indA = 0. Wenn die Kurve Q mit Ausnahme des Punktes 0 iiberall stetig ist,
so folgt die Gleichung indA = 0 aus der Divergenz des Integrals

)
f exp[z—”] pdp (16)
0 cond (Kp)

Die Divergenz dieses Integrals erweist sich als notwendig fiir die Gleichung indA =
0, wenn

Qs ={r=pe“:0<p<s2lp-¥p)<0O(@)
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gesetzt wird, wobei die Funktionen ¥ und ® auf dem Segment [0, §] stetig und
auf jedem abgeschlossenen Teil des halboffenen Intervalls (0, 5] absolut stetig
sind und den Grenzbeziehungen p¥’ (p) — 0,0 @ (p) — 0 fiir p — +0 geniigen.
Wenn das Integral (16) konvergiert, so gilt indA = 1 ([39]),([40]).

3.5 Das Randverhalten der Losungen quasilinearer elliptischer Glei-
chungen zweiter Ordnung

Viel Aufmerksamkeit wurde in den letzen Jahren einem Kreis von Fragen gewid-
met, die sich um das klassische Wienersche Kriterium fiir die Regularitit eines
Randpunktes  beziiglich des Dirichlet-Problems fiir den Laplace-
Operator gruppieren. Eine Beschreibung dieser Untersuchungen und eine Biblio-
graphie findet man in den Buch [34] E.M.Léndis. Littman, Stampsochin und Wein-
berger bewiesen in der Arbeit [10], daB fiir lineare elliptische Gleichung

0 ou
a—Xi(aija—xj) =0 (17)

Mit meBbaren beschrinkten Koeffizienten die reguliren Randpunkte mit den re-
guldren Punkten fiir die Laplacegleichung zusammenfallen. Mit Hilfe des Kapa-
zititsbegriffes formulierte Abschitzungen fiir den Stetigkeitsmodul der Losungen
linearer und quasilinearer elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung erhielt der
Autor in den Arbeiten [35], [36]. Wir formulieren die Resultate von [36].
Betrachtet wird die Gleichung (4) zweiter Ordnung:

div(d (x, Du)) =0, (18)

deren Koeffizienten den Bedingungen (5) und (6) geniligen mogen. Zusitzlich wird
vorausgesetzt, daB die Funktion v — @ (x, v) ungerade und positiv homogen von
Grade p — 1 ist. Spezialfille sind die Gleichung

div (IDqu_zDu) =0

und die lineare gleichmiBig elliptische Gleichung (17) mit meBbaren Koeffizi-
enten. Das Dirichlet-Problem wird in folgender Weise gestellt: Gesucht ist eine
Funktion u € L}, (Q), die fiir alle ¢ € L} (Q) der Beziehung

Z faw (x, Du) D*pdx = 0
o

|er|=1

und fiir eine gegebenen Funktion i € Lll7 (Q) der Bedingung (u—h) € L}, Q)
geniigt.

Satz 6 ([36])
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Fiir p < n gilt fiir die Losung u des Dirichlet-Problems der Gleichung (18) die
Abschitzung

osc u < osc_h+c-osch kfp | (t)]ﬁ i (19)

u c: exp|— —1,
BrNQ ~ B,NKiQ 0Q P . ¢p t

wo Br ={x: x| <r},¢,(r) =rP""(p,1) —cap (Br (N R"™\Q),0 € 0Q,r <p.
Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Konstruktion einer speziellen “Barrie-
re”, die mit dem “Kapazititspotential“ der quasilinearen Gleichung (18) zusam-
menhingt.

Folgerung 1
Wenn (fiir p < n) das Integral

[lero S 20)

divergiert, so ist die Losung des Dirichlet-Problems fiir die Gleichung (18) im-
Punkt O stetig.

Folgerung 2 .
Esseip <n,heC® (Q) N L}, () und es gelte die Bedingung
1! dt
liminf — f o] Z > 0. Q1)
r—0 1()g7 r t

Dann ist die Losung des Dirichlet-Problems fiir die Gleichung (18) in Punkt O
holderstetig.

Der Divergenz des Integral (20) bzw. der Bedingung (21) sind folgende Bedin-
gungen dquivalent:

0 1
25 @ (1) -cap(Brs JRNQ)TT = o0(20%
v=1
1 & !
.. = (n—-p) _ ™ -1
liminf NZ;[zn P (p.1)-cap (Bs ﬂ(R"\Q))]P >0 (21%)
y=

Fiir alle lineare Gleichungen (17) fillt die Bedingung (20*) mit dem Wienerschen
Kriterium fiir die Regularitit eines Randpunktes zusammen. In der Arbeit [35]
wurde fiir die Losung der Gleichung (17) eine zu (19) analoge, aber exaktere

Ungleichung bewiesen:
! d
exp(—k f @ <r){)dwi ,

[x]

00

[ (x) — h(O)]. < w* (Bla]) + cf

x|
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Wo w* = maxy« [h(x) —h(0)]. und B = const > 0.
Ob die Divergenz des Integrals (20) fiir die Regularitit des Randpunktes beziiglich
der nichtlineare Gleichung (18) notwendig ist, bleibt ungeklért.

3.6 Hebbare Singularititen der Losungen elliptischer Gleichungen

Das Problem der hebbaren Singularititen harmonischer Funktionen kann man
wie folgt definieren: es sei eine kompakte Teilmenge des beschriankten Gebie-
tes Q Cc R" und U bezeichne eine gewisse Klasse in Q\e harmonischer Funk-
tionen. Gesucht sind solche Bedingungen fiir e, unter denen jede Funktion aus
der Klasse U eine in ganz 2 harmonische Fortsetzung besitzt. Mengen, die die-
se Eigenschaft haben, heilen hebbar fiir die Klasse 2 .Wenn U einer der Riime
Lo (Q),C(Q), W21 (Q) ist, so ist das Kompaktum e bekanntlich genau dann heb-
bar, wenn es die harmonische Kapazitdt Null hat (s.[10]). Dieses klassische Re-
sultat wurde in den letzten Jahren auf die Losungen linearer und quasilinearer el-
liptischer Gleichungen beliebiger Ordnung andere Funktionenklassen ausgedehnt
(s.z.B. [1], [12],-[16], [19], [37]). Wir fiihren ein Resultat fiir die Losung der po-
Iyharmonischen Gleichung an.

Satz 7 . Das Kompaktum e ist genau dann fiir die Gleichung A'u = 0 und die Klas-
se W;7 Q) (p<oo,s=0,1,---,]) hebbar, wenn es der Bedingung
(q,2l — s)-cap (e,Q) = 0,q = p(p— D! geniigt (was fiir g (2/ —s) > M be-
deutet, daB e die leere Menge ist).

Diese Behauptung beweist man fast genau so wie das Lemma 5.3 aus der Arbeit
[14], welches den Fall A = L, () betrifft.

Ein anderer Satz iiber hebbare Singularitédten, der hier angefiihrt werden soll, be-
trifft die allgemeine quasilineare Gleichung beliebiger Ordnung / > 2 und verall-
gemeinert eines der Resultate von Serrin (s.[12]) fiir Gleichungen zweiter Ord-
nung.

Wir betrachten die Gleichung

D 0AIDa, (ru (), Diu(x) -, Dt () = 0 (22)

0<lal<!
Die Funktionen a, (x, fo,? R ,?1) seien fiir alle xeQ beziiglich
&= 50,_51, e _§>Z) stetig und fiir alle _§> beziiglich x meBbar. Weiters wird die

Giiltigkeit der Ungleichungen

> oo () <1+ i 6l
m=1

lorl=k

3 oo(s 7)o 2 a[Ef -u 3 [,

|a|=k

ol
m
—v,
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k=0,1,---,1, A,uv = const >0, u— geniiglich klein. vorausgesetzt. Die
verallgemeinerte Losung der Gleichung (22) auf einer offenen Teilmenge des Ge-
bietes 2 wird wie gewdhnlich mit Hilfe einer Integralidentitit definiert.

Satz 8 ([16])

Aus (p,1)-cap (e,QQ) = 0, folgt daB jede Funktion u € L, (€2), die in Q\e verall-
gemeinerte Losung der Gleichung (22) ist, dieser Gleichung in ganz Q geniigt.
Fiir die Gleichung (18) zweiter Ordnung, deren Koeffizienten den Bedingungen
(5) und (6) geniigen, ist die im Satz gegebene Bedingung nicht nur eine hin-
reichende, sondern auch notwendige Hebbarkeitsbedingung fiir die Klasse der
gleichmi@Big beschrinkten Funktionen. Ebenfalls notwendig und hinreichend ist
sie fiir alle Hebbarkeit der Singularitidten der beschrinkten Losungen der Glei-

chung
a4 (

wo [ fiir p = 2 eine gerade und fiir p # 2 eine beliebige natiirliche Zahl ist, p/ < n.
Was jedoch die in Satz 8 betrachtete allgemeine Gleichung betrifft, so ist die Frage
nach der Notwendigkeit der Bedingung (p, [) -cap (e,£2) =0 unbeantwortet.

Die Beweise der in diesem Punkt formulierten Resultate benutzen wesentlich die
Aquivalenz der Kapazititen (p, [) -cap und cap 1> Wovon in Punkt 7 die Rede war.

1
A2y

-2
g A%u) =0,

AbschlieBend bemerken wir noch, dal mit Hilfe des Begriffs der (p, [)-Kapazitit
auch Teilmengen e C A beschrieben worden sind, die vernachléssigbar sind in
dem Sinne, daf auf (0Q)\e vorgegebene Randbedingungen eindeutig
beschrinkte Losungen einer quasilinearen elliptischen Gleichung der Ordnung 2!/
definieren (s.[25]). Derartige Behauptungen lehnen sich an den bekannten Satz
iiber die Eindeutigkeit einer beschriinkten harmonischen Funktion an, deren Rand-
werte auBerhalb einer Menge von der Wienerschen Kapazitit Null vorgegeben
sind.
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4 Das Cauchy—Problem fiir elliptische Gleichungen (Ein-
deutigkeit, Approximation, Normalitéit)

4.1 Eindeutigkeit

Es sei Q ein Gebiet im R” mit kompakter AbschlieBung Q, O liege auf dem Rand
0€Q). Wir setzen voraus, dal} fiir ein gewisses § > 0 der Durchschnitt des Randes
0Q mit der Kugel Bs = {x : |x| < 6} in der Hyperebene x, = 0 enthalten ist.

Bekanntlich ist eine in Q harmonische und in Q zusammen mit ihres Gradienten
stetige Funktion u identisch Null, wenn auf der Menge Bs;Nd<2 die Bedingung u =
Ou/0x, = 0 erfiillt ist. Dies ist die einfache Form des Eindeutigkeitssatzes fiir die
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Losung der Cauchy-Problems zur Laplace-Gleichung *. Es existieren aber auch
Sitze, die feinere Bedingungen angeben. Landis erhielt folgendes Resultat (s.[7]):
sei u eine glatte Losung der homogenen elliptischen Gleichung zweiter Ordnung
mit glatten Koeflizienten. Wenn u und du/dx,, fiir x — oo, x € Bs N 0Q schneller
als exp(—|x|™°) gegen Null streben (c ist eine gewisse positive Konstante), so ist u
identisch Null in Q **.

Fiir harmonische Funktionen sind notwendige und hinreichende Bedingungen iiber
die Majorante der Summe [u (x)| + |0u/0x,|(x € Bs N 02 ) bekannt, welche
gewihrleisten, dal die Funktion u in Q verschwindet ([10], [11]). Es bezeich-
ne v eine Funktion aus der Klasse C! (0,6) die der Bedingung % T +o0 bei
t | 0 geniigt.

Satz1 ([10]) _
1. Sei u eine in Q harmonische Funktion aus C' (Q) sie geniige fiir alle x €
Bs N 0Q den Abschitzungen

| < e (k= 1.2+ ) und |24

n

<v(xD (D

Wenn gilt
1
f logv (f) dt = —c0 ()
0

so ist u identisch Null in Q.

2. Im Falle fol logv (#) dt > —oo existiert eine in € harmonische Funktion u €
c! (ﬁ), u # 0, die der Ungleichung (1) geniigt. *
Aus diesem Ergebnis folgt unmittelbar, daf3 in dem oben zitierten Satz von Landis
als Konstante ¢ jede Zahl grofer Eins gewéhlt werden kann ¢ = 1 taugt bereits
nicht mehr.
Beim Beweis dieses Satzes (und anderer Resultate der Arbeit [10], auf die weiter
unten eingegangen werden wird) wird eine Zerlegung nach sphirischen Funktion
angewendet, mit deren Hilfe die Reduktion auf gewisse Aufgaben durchgefiihrt
wird, die mit dem eindimensionalen Potenzmomentenproblem zusammenhéngen.
Die Anwendung dieses Apparates stiitzt sich wesentlich auf die spezifischen Ei-
genschaften des Laplace-Operators und auf die Tatsache, dal die Cauchy-
Bedingung auf einem ebenen Teil des Randes definiert sind. Es versteht sich, dafl

*Eine Ubersicht iiber Arbeiten, die verschiedenen Verallgemeinerungen dieses klassischen Re-
sultates gewidmet sind, kann man in dem Artikel [6] von Landis und in der Monographie [1] von
Hormander finden.

**Verbesserungen dieses Satzes sind in [8] and [9] angegeben.

*Der hier formulierte Satz folgt aus einem allgemeinerem Theorem der Arbeit [10], wo die Be-
dingungen (1) in Integralform auftreten und u (x) fiir x — 0, x € 992, nicht gleich schnell gegen Null
streben muf} auf allen Strahlen, die vom Nullpunkt ausgehen, es kann sogar sein, da3 u (x) aprio-
ri nicht gegen Null strebt auf Strahlen, die die Einheitskugel auflerhalb einer gewissen Teilmenge
positiven MaBles schneiden.
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fir n = 1 der formulierte Findeutigkeitssatz mit Hilfe quasikonformer Abbil-
dungen sofort auf eine breite Klasse von Gebieten und elliptischen Gleichungen
zweiter Ordnung ausgedehnt werden kann. Unbekannt ist, ob im Fall n > 1 eine
solche Verallgemeinerung ebenfalls mdglich ist. Der oben zitierte Satz von Landis
gibt Veranlassung, auf eine positive Beantwortung dieser Frage zu hoffen.
Vollig ungeklért ist das Problem der Charakterisierung der sogenannten *“,Eindeu-
tigkeitsmengen* fiir verschiedene Klassen harmonischer Funktionen in
n-dimensionalen Gebieten (n > 2). Eine Menge 9t c 0Q heilit Eindeutigkeits-
menge fiir die harmonische Funktionen einer gewissen Klasse X, wenn jede Funk-
tion u € X, fiir welche die (in irgendeinem, dann aber festen Sinne verstanden)
Randwerte des Gradienten fiir alle x € 9t verschwinden, in € identisch Null ist.
Hier liegt eine auffallende Diskrepans zwischen dem zwei- und mehrdimensiona-
len Fall vor. Fiir n > 2 ist sogar die “grobe* Frage unbeantwortet, ob jede Menge
M c 0Q positiven (n — 1)-dimensionalen Mafles Eindeutigkeitsmenge fiir alle
auf Q unendlich oft differenzierbaren harmonischen Funktionen ist. Im zweidi-
mensionalen Fall gibt es hier keine Probleme. Die positive Antwort folgt aus der
Endlichkeit des Integrals ,

T

J

fiir jede analytische Funktion f, die im Kreis U = {z : |z] < 1} beschrinkt ist. Fiir
verschiedene Klassen analytischer Funktionen sind wesentlich feinere
Eindeutigkeitsbedingungen bekannt (s.[2],[3],[4],[12] ). Wir formulierten einen in
[12] bewiesenen Eindeutigkeitssatz fiir analytische Funktionen der Klasse L[l) ).

log | f(e"")| |d9

Satz 2

Sei Mt eine Borelsche Teilmenge der Einheitssphiare AU und A eine Menge einan-
der nicht Uberschneidender Bogen 6 C U der Linge /(5). Wenn eine der folgen-
den Bedingungen erfiillt ist:

1. p>2, Ysealogl(d)logl(6) = —o0,MN G =0 fiir jeden Bogen 6 € A

2. p=2,2senl(6)]og|l(6) log% -

I
3. 1<p<2,Tsenl ) 1og—(p’1>_cg‘2(gm) =~

(Clog bezeichnet den transfiniten Durchmesser (s.[13], Seite 210), (p,1) — cap
die (p, 1)-Kapazitit bzgl. R?), dann ist jede in U analytische Funktion f € L}, )
identisch Null, wenn sie der Bedingung
li gy _—
Jim 7 f (re ) 0

fiir jedes 6 € It geniigt.
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Aus diesem Satz folgt die Existenz abgeschlossener Mengen 9t c AU, die Ein-
deutigkeitsmengen fiir analytische Funktionen aus L; (U) sind und fiir die bei
beliebigem @ > 0 C, (M) = 0 gilt (C, ist die vom Rieszschen Potential mit dem
Kern |x — y|™* erzeugte Kapazitét).

4.2 Approximation

In engem Zusammenhang mit Satz 1 steht ein Approximationsproblem, welches
man als das der Naherungslosung des Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung
mit beliebigen Anfangswerten auffassen kann.
Es sei I' eine der (n — 1)-dimensionalen Kugel homomorphe, hinreichend glatte
Flache im R" und fi, f Funktionen auf Q2. Mergeljan zeigte ([8], siche auch
[14]), daB fiir beliebiges € > 0 ein harmonisches Polynom H von n Verédnderlichen
existiert, der Gestalt, daB fiir alle x € 09 gilt

1= HWI+ A @~

<é&

(hier wie im Weiteren bezeichnet v (x) die Richtung der Normalen an /" im Punkte
x). Das Problem des Auffindens einer Funktion, die in einer Umgebung der Flidche
I" harmonisch ist und den Randbedingungen # = f; und ‘;—"f = f> geniigt, ist
im allgemeinen unlosbar. Der Satz von Mergeljan zeigt aber, dal diese Aufgabe
niherungsweise losbar ist.

Es sei jetzt I' eine Fliche ohne Rand (z.B.diffeomorph dem Rand S” der
n-dimensionalen Kugel). Fiir solche Flachen gilt kein Analogen des Satzes von
Mergeljan. Letzterer bewies aber Folgendes: W (x) sei eine auf I” = S” nichtne-
gative stetige Funktion, sie sei mit Ausnahme des Punktes xo € S {iberall positiv
und strebe fiir x — xp hinreichend schnell gegen Null. Dann existiert fiir beliebi-
ges € > 0 ein harmonisches Polynom H, so daB fiir alle x € S” die Abschitzung

0H
[|f1 (@) = H @) +1£2 (%) = == (x)

}W(x)<s

gilt. In der Arbeit [8] wurde die Frage nach exakten Bedingungen beziiglich der
Gewichtsfunktion W (x) gestellt, unter denen die Moglichkeit einer solchen Ap-
proximation gewihrleistet ist. Unter der Voraussetzung, dall Gebiet €2 den Bedin-
gungen von Satz 1 geniigt, wird in dem folgenden beiden Sétzen eine Antwort auf
diese Frage gegeben.

Satz 3 ([10])
Sei v die in den Bedingungen von Satz 1 figurierende Funktion. Mit w bezeichnen
wir eine auf 0Q stetige und fiir x € Q\ {0} positive Funktion, die den Bedingun-
gen

w(x) <ol k=1,2,-+, x €0Q
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geniigt. Dann lésst sich fiir jedes Paar auf 0Q stetiger Funktionen fi, f> und belie-
biges £ > 0 ein harmonisches Polynom H (von v Veridnderlichen) angeben, so daf3
fiir alle x € 0Q gilt

<eg

OH
v(xD1fi (0) = H @) +w(x)|f2(x) - v (x)

Satz 4
M sei eine stetige nichtnegative Funktion auf der Halbachse [0, co) mit

1
f logM () dt > —c0
0

Dann existieren zwei auf 0C stetige Funktionen fi, f>, so daf} die Ungleichung

| >0

erfiillt ist (das Infimum wird iiber die Menge aller harmonischer Polynome H
genommen).

Die Sétze 3 und 4 sind dual einer gewissen Behauptung iiber die Eindeutigkeit der
Losung des Cauchy-Problems (Satz 1), sie werden aus dem Eindeutigkeitssatz
mit Hilfe der Untersuchung linearer Funktionale iiber dem Raum der Cauchy-
Vorgaben mit Gewichtsnorm abgeleitet. Verallgemeinerungen dieser Ergebnisse
auf allgemeinere elliptische Gleichungen zweiter (oder hoherer) Ordnung sind
nicht bekannt.

Die Eindeutigkeitssitze fiir die Losung des Cauchy-Problem werden benutzt, um
die Moglichkeit der Approximation im Mittel durch harmonische Funktionen zu
beweisen. Zum Beispiel wurde in [15] das folgende Ergebnis erzielt:

oH
) - E (%)

inf sup M (|x[) [If 1 () = H (x| +
H xeoQ

Satz 5

Das Gebiet Q geniige den Voraussetzungen von Satz 1 und G sei ein in Q ent-
haltenes beschrinktes Teilgebiet des R". Die Funktion v aus Satz 1 geniige der
Gleichung (2). Ferner gelte fiir beliebiges p > 0 die Ungleichung

mes, (B, N (G\Q)) < v (p).

Dann gibt es fiir jedes € > 0 und jede in G\F harmonische Funktion ¢ € L, (G)
in G harmonische Funktionen s € L, (G) , so daf3

j‘ lo —ylPdx < &
G\Q

gilt (F bezeichnet eine kompakte Teilmenge von Q ).
Dieser Satz verallgemeinert ein von Schaginjan in [16] fiir n = 2 erzieltes Resultat
*. Die Bedingung (2) ist im formulierten Satz exakt.

*Dem Problem der Approximation im Mittel durch analytische Funktionen ist eine umfassende
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4.3 Normalitit

Zum Abschlii dieses Paragrafen gehen wir noch kurz auf eine Frage ein, die eng
mit Eindeutigkeitssitzen (von Typ des Satzes 1) zusammenhéngt. Es handelt sich
um das von Mergeljan ([8]) gestellte Problem des Aufsuchen solcher “bester” Ma-
joranten fiir die Cauchy-Vorgaben einer Familie harmonischer Funktionen, wel-
che die Normalitét dieser Familie gewahrleisten (d.h. des Gebietes Q ). Fiir solche
Gebiete, wie am Anfang dieses Paragraphen betrachtet, ist diese Aufgabe von
Chawin und dem Autor in der Arbeit [10] gelost worden.

Fiir die Formulierung dieses Resultates bendtigen wir den Begriff der verallge-
meinerten Normalenableitung, den wir zu diesem Zwecke kurz erldutern. ) (QQ)
bezeichne die Menge der in Q harmonischen Funktionen, die als potentiale der
einfachen Belegung mit einer gewissen, auf dQ2 konzentrierten Ladung ** dar-
stellbar sind. Jeder Funktion u € 9 () entspricht in natiirlicher Weise einer auf
0Q konzentrierte Ladung N, die sogenannte verallgemeinerte Normalenableitung
der Funktion u auf 0. Wenn die Funktion u# zusammen mit ihrem Gradienten
auf Q stetig ist, so hat diese Ladung die Dichte % auf 0Q (bzgl.des (n — 1)-
dimensionalen Malles auf 0Q). Die Funktionen aus der Klasse %) () haben fast
iiberall auf 0Q endliche Randwerte.

Satz 6

(v bezeichnet wieder die fiir Satz 1 definierte Hilfsfunktion). Eine Familie von
Funktionen aus ) (Q), die fiir beliebiges g > 0 der Ungleichung
1
lu (x)| Hyp—1 (dx) + I[N, | (0QN\B,) < —
faQ\Bp ! ! ( p) v(p)

geniigen, ist genau dann nicht normal in 2, wenn die Bedienung (2) erfiillt ist
(Hp- ist das (n — 1)-dimensionale MaB auf der Fliche 0Q\B,).

Dieser Satz folgt aus allgemeineren, aber umsténdlich zu formulierenden Sétzen
der Arbeit [10], in denen || und |N,| verschiedenen Wachstumsbedingungen un-
terworfen sind. Seine Ausdehnung auf allgemeinere Fille stellt offenbar eine in-
teressante Aufgabe dar.

Literatur zu §4

Literatur gewidmet. Wir verweisen nur auf die jiingeren Arbeiten [5] und [12], wo man weitere
Literaturhinweise findet.

*“Ladung* bezeichnet hier ein MaBl im weiteren Sinne (d.h. nicht notwendig positiv).
Anw.d.Ubersetzers.
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5 Elliptische Randwertaufgaben in Gebieten mit unend-
lichem Rand

Das Problem des Losbarkeit elliptischer Randwertaufgaben in Gebieten mit un-
endlichem Rand ist sowohl von rein mathematischem als auch von anwendungs-
orientiertem Standpunkt aus von Interesse. Wir fiihren zwei konkrete Beispiele
aus der Theorie der Oberflichenwellen an.

Wir betrachten zuerst das stationidre Problem des Aufsuchens des Potentials
v(x,y,2,t) = Re {e_i“” u(x,y, z)} fiir die Geschwindigkeiten kleiner Schwingungen
einer schweren inkompressiblen Fliissigkeit. Die Fliissigkeit fiille das Gebiet £2 im
Halbraum R3 = {(x, ¥,2); z < 0} aus, der Rand bestehe aus den Oberflichen des
Grundes und des Hindernisses (I'y) und aus der freien Oberfliche I'; (s. Abb.1).

Gesucht ist eine in € harmonische Funktion u(x, y, z), die den Randbedingungen

ou

o ®1
geniigt (77 ist die Normale an I'j, ¢y, o sind gegebene Funktionen, v = w?/g, g
wie liblich die Erdbeschleunigung). Die Losung soll weiterhin der Bedingung des
Ausstrahlens im Unendlichen geniigen; wenn das Gebiet 2 in einer Umgebung
von Unendlich mit der Schicht O < z < —h zusammenfillt, so hat diese Bedingung

die Form u = O(r‘%), g_brt —idou = O(r‘%) fiir = (x2 +y2)% S,

Wfrl,(;—u—m=902 auf T (1)
Z
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wo Ay die positive Wurzel der Gleichung Atanh (1#) = v bezeichnet.
Schwingungen einer Fliissigkeit unendlicher Tiefe bei Vorhandensein eines
vollstindig, untergetauchten Korpers wurden von Kotschin ([12], [13]) untersucht,
welcher die Losbarkeit der Aufgabe fiir grof3e und kleine Werte des Parameters
v bewies. In einer Reihe von Arbeiten ([1]-[4] u.a.) untersuchte Ursell dieselbe
Aufgabe fiir einen vollstdndig untergetauchten oder nur teilweise eingetauchten
Kreiszylinder. Zum Beispiel wurde in der Arbeit [1] fiir beliebige Werte des Pa-
rameters v die eindeutige Losbarkeit des ebenen Problems fiir einen Kreiszylin-
der bewiesen, der in eine Fliissigkeit unendlicher Tiefe eingetaucht ist. Unlidngst
erhielt M.L. Livschiz ein (noch unverdffentlichtes) analoges Resultat fiir das ach-
sensymmetrische Problem der Schwingungen einer Kugel.

In der Arbeit [3] entdeckte Ursell einen interessanten Effekt - die Existenz nicht-
trivialer, gegen Unendlich exponentiell fallender Losungen der homogenen Glei-
chung fiir die Schwingungen eines in einen Kanal getauchten Kreiszylinders mit
hinreichend kleinem Radius. Derartige Bewegungstypen werden in [3] als “trap-
ping modes‘ bezeichnet, weil in diesen Fillen die Energie nicht ins Unendliche
ausgestrahlt wird. Die Existenz von Losungen des Typs “trapping modes* zeigt,
daf} die Bedingung des Ausstrahlens im allgemeinen fiir den Eindeutigkeitssatz
nicht hinreichend ist. Im weiteren fand Jones mit Hilfe einer anderen Methode,
daf nichttriviale Losungen mit endlicher Energie auftreten kdnnen, wenn in den
Kanal ein Zylinder beliebigen Querschnitts getaucht ist oder wenn auf dem Grund
des Kanals ein Hindernis vorspringt.

Einen Satz iiber die eindeutige Losbarkeit der Gleichung fiir die Schwingungen
einer Fliissigkeitsschicht konstanter Tiefe bei teilweise eingetauchten Hindernis
bewies John in der Arbeit [6]. Dort wird vorausgesetzt, daf} die Oberfliche des
Hindernisses der folgenden, die Eindeutigkeit garantierenden Bedingung geniigt:
Keine vertikale Gerade, die durch einen beliebigen Punkt der Oberfliche des Hin-
dernisses verlduft, schneidet die freie Oberfliche der Fliissigkeit. Eine weitere (in
dem in [6] bewiesenen Eindeutigkeitssatz benutzte) Beschrinkung der Form des
Hindernisses verlangt, daf} dessen Oberflidche in jedem Punkt der Wasserlinie zur
freien Oberfliche der Fliissigkeit senkrecht ist. Diese Bedingung wurde von Kuz-
nezow und dem Autor in der Arbeit [14] durch die schwichere Forderung des
Nichttangierens von freier Oberfliche der Fliissigkeit und Oberfliche des Hinder-
nisses in allen Punkten der Wasserlinie ersetzt.

Das ebene Problem der Schwingungen einer Fliissigkeitsschicht veridnderlicher
Tiefe wurde von Kreisel in der Arbeit [7] betrachtet. Er bewies einen Satz iiber
die eindeutige Losbarkeit fiir den Fall, wo das Gebiet, welches von der Fliissigkeit
ausgefiillt wird, durch eine konforme Abbildung, die sich im bekannten Sinne we-
nig von der identischen Abbildung unterscheidet, in einen Streifen iiberfiihrt wer-
den kann. Fiir die dreidimensionale Variante derselben Aufgabe bewiesen Wein-
berg und der Autor (s. [15]) die eindeutige Losbarkeit unter der Voraussetzung,
daf} die Oberfliche des Grundes einer der folgenden beiden Bedingungen geniigt:
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1. der Durchschnitt von © mit einer beliebigen horizontalen Fldche z = —h, h >
0, ist sternformig beziiglich des Punktes (0, 0, —h) oder

2. das Gebiet Q ist sternformig beziiglich eines gewissen Punktes, der in der
Tiefe h fiir hv < 1 gelegen ist.

In analoger Weise werden Beschrinkungen fiir die Kurve I'y im zweidimen-
sionalen Fall formuliert.
Als ein weiteres Beispiel aus der Hydrodynamik fiir lineare Randwertaufgaben
mit unendlichen Grenzen diene folgendes: Ein Korper bewege sich gleichmifig
unter der freien Oberfliche einer Fliissigkeit. Gesucht ist das Potential fiir die
Geschwindigkeit der durch den Korper hervorgerufenen Bewegung.
Es sei Q der Durchschnitt des unteren Halbraumes R mit dem Komplement der
AbschlieBung des beschriinkten Gebietes G,G c R3. Gesucht ist eine in © har-
monische Funktion u(x, y, z), die den Randbedingungen

2
% =vcos(n,x) auf Ty und %‘H’g—i:o auf T 2)

geniigt (v = g/v?, v bezeichnet die Geschwindigkeit der Korpers). Weiterhin wird
gefordert, daB der Gradient der Losung im Unendlichen gegen Null strebt, und
zwar vor dem Korper schneller als hinter diesem (in Fall des ebenen Problems
muB der Gradient iiberall beschrénkt sein und fiir x — +co gegen Null streben).
Dieser Aufgabe ist, genau wie der Aufgabe (1), eine Vielzahl von Untersuchungen
gewidmet, die jedoch zum grofiten Teil praktischen Charakters sind (eine Biblio-
graphie findet man in [16]. Kotschin untersuchte in [17] die Integralgleichung
der Potentialtheorie fiir die Aufgabe (2) und bewies ihre eindeutige Losbarkeit
fiir grofe und kleine Werte des Parameters v. Weinberg und der Autor untersu-
chen in der Arbeit [16] das Bewegungsproblem fiir beliebige Werte des Parame-
ters v. Fiir den drei- und zweidimensionalen Fall zeigten sie die Eindeutigkeit der
Losung mit endlicher Energie unter der zusitzlichen Voraussetzung iiber I';, daf
xcos (n, x) > 0 auf I';. Unter ebendieser Voraussetzung wurden notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die eindeutige Losbarkeit des ebenen Problems ge-
funden. Unbekannt ist, ob diese Voraussetzung immer erfiillt ist oder ob Gebiete
existieren, fiir welche sie verletzt wird. In einer unverdffentlichen Arbeit zeigten
M.L. Liwschiz und Autor die eindeutige Losbarkeit des Bewegungsproblem fiir
den Kreiszylinder fiir beliebige Wertes des Parameters v > 0.

Uber die Losbarkeit anderer konkreter linearer stationirer Aufgaben aus der Theo-
rie der Oberflichenwellen (Bewegung eines Schiffes bei Seegang [8],
Schwingung einer Fliissigkeit bei Beriicksichtigung der Oberflichenspannung [9]
u.a.) ist wesentlich weniger bekannt. Dasselbe gilt fiir beliebige elliptische Opera-
toren in Gebieten mit unendlichem Rand und mehr oder weniger beliebige Rand-
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bedingungen. Eine Ausnahme stellen lediglich elliptische Randwertaufgaben fiir
Operatoren mit konstanten Koeffizienten im Halbraum dar ([10], [18]) .

Was die Aufgaben (1) und (2) betrifft, so kann man sagen, daB trotz einer beacht-
lichen Anzahl einzelner Resultate die Verhéltnisse noch unklar sind, es liegt keine
allgemeine Theorie vor. Die bekannten Bedingungen beziiglich der Fldche I'y, die
die Eindeutigkeit der Losung gewihrleisten, sind von den Beweismethoden dik-
tiert, es ist unbekannt, inwieweit sie der Natur der Aufgabe entsprechen.

Genau genommen geht es um Bedingungen fiir das Fehlen der Punkte des dis-
kreten Spektrums auf dem stetigen (wenn man v als Spektralparameter auffaf3t).
Nach einem bekannten Satz v. Neumans sind sowohl der diskrete als auch der
stetige Teil des Spektrums instabil und beide kdnnen bei Storung mit einem voll-
stetigen Operator beliebig kleiner absoluter Norm ineinander iibergehen. Allein
schon diese Tatsache zeigt, daB es eine schwierige Aufgabe ist, solche Werte des
Parameters v zu bestimmen, fiir welche “trapping modes* mdglich ist.

Aus der Menge der Fragen, die im Zusammenhang mit den Aufgaben (1) und (2)
auftreten, wurde hier nur auf ein Problem, daf} der eindeutigen Losbarkeit, einge-
gangen. Dem Leser, der an der Problematik der Theorie der
Oberflichenwellen starker interessant ist, sei der Arbeit [11] von Wehausen und
Laitone empfohlen, die einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die bis 1960 erschiene
Literatur gibt.

Zum Abschluf} dieses Paragraphen weisen wir darauf hin, daf sich bei exakter
Aufgabenstellung die Probleme aus der Theorie der Oberflichenwellen als Auf-
gaben mit nichtlinearen, auf einer unbekannten freien Oberfliche vorgegebenen
Randbedingungen darstellen. Bei der Untersuchung ebener Probleme dieser Art
werden funktionentheoretische Methoden angewendet (s., z.B. [19]). Im dreidi-
mensionalen Fall gibt es offenbar vorldufig nicht ein einziges strenges Resultat.
Die in den Arbeiten zur Hydromechanik angewendeten formalen Zerlegungen
nach kleinen Parametern sind nicht begriindet.
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6 Elliptische Randwertaufgaben mit unstetigen Koeffizi-
enten in Gebieten mit stiickweise glattem Rand

6.1

Die Theorie elliptischer Randwertsaufgaben mit glatten Koeffizienten in Gebieten
mit glattem Rand hat heute eine im wesentlichen vollkommene Gestalt angenom-
men. Fiir die Losungen solcher Aufgaben wurden verschiedene Abschitzungen
aufgestellt, die Noetherschen Sitze bewiesen und die Eigenschaften der Funda-
mentalldsungen untersucht.

Wenn auf dem Rand des Gebietes oder in den Koeffizienten des Problems Singu-
larititen auftreten, so sind die fiir das Studium des regulidren Falls entwickelten
Methoden nicht mehr unmittelbar anwendbar und viele bekannte Resultate ver-
lieren ihre Giiltigkeit. In den letzten Jahren wurden lediglich einzelne Ergebnisse
fiir konkrete Aufgaben mit unstetigen Koeffizienten oder Singularititen auf dem
Rand erzielt. Hinreichend gut untersucht sind Randwertaufgaben in ebenen Ge-
bieten, die durch Kurven mit endlicher Anzahl von Eckpunkten begrenzt werden
(s. [1]-[6], [35],[36]). Allgemeine Randwertaufgaben in solchen Gebieten unter-
suchte Eskin [6],[7]. Elliptische Aufgaben fiir eine Gleichung der Ordnung 2m in
einem n-dimensionalen Gebiet mit “konischen Punkten* auf dem Rand wurden
ausfiihrlich von Kondratjev in der Arbeit [8] und spiter vom Masja und Plame-
newski [9],[10] untersucht.

6.2 Konische Punkte

Wir beschreiben kurz die Resultate, die zum gegenwartigen Zeitpunkt iiber Pro-
bleme mit einer endlichen Anzahl von konischen Randpunkten bekannt sind.

Es sei G eine offene Teilmenge des R" mit der kompakten AbschlieBung G und
dem Rand 0G. Auf 9G sei ein “konischer Punkt O ausgezeichnet, so dal 0G\.O
eine glatte (n — 1)-dimensilonale Teilmannigfaltigkeit der R" ist. Weiters wird die
Existens einer Umgebung U des Punktes O in R" und ein Diffeomorphismus
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U NG ~ D" N K" vorausgesetzt, wobei D" die offene Einheitskugel und K” einen
abgeschlossenen n-dimensionalen Kegel bezeichnet. Der Mittelpunkt der Kugel
und die Spitze des Kegels fallen mit dem Punkt O zusammen. Es sei vorausge-
setzt, daB der Kegel K" aus der Kugeloberfliche S"~! = D" ein Gebiet Q mit
glattem Rand ausschneidet. Auf den Fall eines singuldren Punktes beschrinken
wir uns nur wegen der Einfachheit der Darlegung. Der Fall einer endlichen An-
zahl solcher Punkte ruft keine zusétzlichen Schwierigkeiten hervor.

Es sei P ein skalarer Differentialoperator der Ordnung m mit Koeffizienten aus
c* (6\0 . Im Weiteren werden nur solche Operatoren betrachtet, die in einer
Umgebung des Punktes O die Darstellung

px.DY= Y Py()DY,  Pyx)=r""p (r,w)

lyl<m

gestatten, wobei (r, w) lokale sphirische Koordinaten mit dem Anfangspunkt in O
sind, y ist ein Multiindex, und die Funktionen p\’ (r, ) geniigen den Bedingun-
gen

FDEDLPY (rw) € C 10,61 X Q) k=01, 1 |l =0,1,-+-:6>0 (1)

Hauptteil P° des Operators P im Punkt 0 heift der Operator im Kegel K", den man
aus dem Operator P durch Austausch der Koeffizienten P, (x) gegen plyi-m p(yo) 0, w)
erhilt. Mit L und B werden die Matrix-Differenzialoperatoren der Dimension kX k
bzw. mXk mit dem Elementen Ly,; bzw. By bezeichnet, ordLy; < sp+tj, ordBy; <
On+tj; Sp,0p,tjsind ganze Zahlen mit s+ +- - - + sg +#; = 2m. Wir betrachten
die Randwertaufgabe

(Lu)(x) = f(x),x € G;(Bu)(x) = g(x),x € 0G\O, 2)

WO u = {M[,“' ’uk}7f: {fh'" ’fk}ag = {g17_ ’gk}'
Es wird vorausgesetzt, dafl der Operator L auf G\ O im Sinne von Douglis-Nirenberg
elliptisch ist und daf die Randbedingungen L auf 0G\.O vorgegeben sind.

Wir schreiben die Operatoren L;loj) und B;g.) im Kegel K" in der Form

L}S? = ) L (w, D, Dw),Bg;? = /(@) By (w, rD,, D,,) und fiihren die
Schar A (1) = {L(1), B(1)} der Randwertaufgabe mit Parameter im Gebiet Q
ein; hierbei ist

L) = |[La (@ A= it Do), B = ||Bas (e, 2~ itj, Do)

Der Operator A (1) soll im Sinne von Agranowitsch-Wischik elliptisch sein.
Mit V; 5 (G), 1 < p < co wird der Raum der Funktionen auf G mit endlicher Norm

”pﬁu”wg(c) + Hpﬁ_S””L,,(G)’
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bezeichnet, wobei p der Abstand zum Punkt O ist, W;,' (G) der Sobolewsche Raum.
Weiter fiihren wir die Vervollstindigung Cés’“) (G),0 < a < 1 der Menge der

glatten Funktionen mit Triigern in G\.O nach der Norm
”””c;"“)(G) ”/’B”ch) + [l a””c

ein. Mit 6V5’ s (G) wird der Raum der Spuren auf G der Funktion aus Vg’ s (G)
bezeichnet. Genau so wie C;),“"”) (G) wird der Raum Cg"’) (0G) definiert. Fiir = 0

werden wir an Stelle von C%? einfach C? schreiben.

Ausgangspunkt der in [8] durchgefiihrten Untersuchungen ist der Beweis der ein-
deutigen Losbarkeit der Aufgabe mit “eingefrorenen* Koeffizienten in K" fiir den
Hauptteil des Operators der Ausgangs-Randwertaufgabe. Dieser Beweis griindet
sich darauf, dal nach Anwendung der Mellintransformation auf die Modellaufga-
be der Operator U (1) der Randwertaufgabe mit komplexem Parameter im Gebiet
Q auftritt. Letztere ist eindeutig 16sbar fiir alle Werte des Parameters mit Ausnah-
me einer diskreten Menge (A).

Daraus erhilt man mit Hilfe der inversen Mellintransformation die Losung der
Modellaufgabe im Kegel. Die Parsevalsche Gleichung fiir die Mellintransforma-

tion gestattet es, die Zugehorigkeit der Losung des Problems im Kegel zum Raum
k

(m’ ) (R"™) zu beweisen , wenn nur die rechte Seite dem Raum

k m
l_l Véjg_si) (K™) x 1—[ av(;lgo'h) (K™
i=1 h=1

angehdrt und fiir alle j, ImAd; =g+ 5 — s gilt.

Auf dem iiblichen Weg — Konstruktion eines Regularisators — werden aus diesem
Resultat die Noetherschen Satze fiir den Operator {L, B} abgeleitet, der auf dem
Raum

l—l V(s+t,) )

definiert ist. Einen wesentlichen Platz nimmt in der Arbeit von Kondratjew die
Klédrung des asymptotischen Verhaltens der Losung in der Nihe eines konischen
Punktes und auch der Beweis der Noetherschen Sitze in Sobolewschen Rédumen
ein.

Abschitzungen der Fundamentallosungen und asymptotische Formeln fiir diese
wurden in der Arbeit [9] angegeben. Es existiere eine Losung /" (x, y) der Aufgabe

Lx,D)I(x,y)=6(x—y)1I; x,ye G;B(x,Dy) I (x,y) =0,x € 0G\O, y € G;

r(xy) = || ny (0) Ty (x,y) € Coi™P fiir alle
p = 0, wobei n, (x) € C° (G), ny (x) = 1 in einer Umgebung des Punktes y.
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Wir setzten voraus, da} auf jeder der Geraden ImA = 7, und ImA = 7_ wenigstens
ein Eigenwert der Schar 2 (1) gelegen ist, wobei 7~ < 8 — s —a < 74 und in
dem Streifen 7_ < ImA < 7, kein Punkt des Spektrums von U (1) liegt. Mit k., k—
werden die hochsten Vielfachheiten der auf den Geraden ImA = . bzw. ImA = 7_
gelegen Eigenwerte bezeichnet.

Satz 1
Es gelten die Abschidtzungen

|x|—T +j M(lnb' )

Ix]
If'r +n—sp+|Bl
| |T+ n+sp—| Iﬁ\(lnlx\ )
Wl
T+t j+0]

,wenn 2 |x| < |yl
D7D ()| < €

" ,wenn 2|yl < |x|
X

Fiir 1 7 Xl <y < 2|x] gelten fiir I (x, y) dieselben Abschitzungen, wie in den Arbei-
ten Von Solonnikov:Trudy mat. Just.im Steklova, 110 (1970), 107-145;116 (1971),
181- 216.

Ein skalarer Operator P der Ordnung m heif3t zuldssig, wenn fiir seine Koeffizien-
ten p, (x) in einer Umgebung des Punktes O die Darstellung

py(x) = V|7|_mp(70) (0, w)) + Ayl-m+s (1) (r,w),6 >0,

gilt, wobei die Funktion pfyl) (r, w) den Bedingung (1) geniigen. In diesem Punkt
werden Matrixoperatoren L und B mit zuldssigen Elementen betrachtet.

Die auf den Geraden ImA=t, und ImAd = 7_ gelegenen Eigenwerte von (1)
seien mit Ay 1, , Ay, bzw. A_y, -+, A_, bezeichnet. Mit «, ; bezeichnen wir

(IJ)‘_I’
die algebralsche Vielfachheit der Zahlen A, ; und mit (,o( “)’ . SDE:}"’ #), U=

L .M,
die Jordanschen Ketten der Schar (1), die den Eigenwerten A, ; entsprechen,

il) + - (M” ) - Ky, ;. Analoge Bezeichnungen fiihren wir fiir die Ketten ein,

die den Zahlen A_ . entsprechen. Es sei A* (1) das Biischel, das zu U (1) konjugiert

ist beziiglich der Greenschen Fo(rgnel in Q, die durch die Greensche Formel in G
W

erzeugt wird. Mit ¥ J“ ) ... ‘I’(:;’ 1) werden die Jordanschen Ketten von UA* (1)

beziiglich der Zahl A, ; bezeichnet. Diese Ketten kann man so auswihlen, dal sie

der Bedingung der “Biothogonalitidt™ geniigen.

Es 14t sich zeigen, daf3 die homoge Aufgabe (2) k4 j+- - - k4 p nichttriviale Losungen
uy) (x) besitzt, r = 0,k = Lis = 1,-++ My j,j = 1,--+, p die auf G\O

glatt sind und fiir x — 0 dle folgende Asymptotlk haben:

i il i+ T ~ 1 1 r—h, -
Ul () = et Zm(l H ) ¢ ”(I |)+0(|x| Ty,
h=0 "
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— 5+T .
E={tn et Ty = v, O(|x|_7++ ¥ ) bezeichnet den Vektor
mit Komponenten O (IxI‘T*“S“V) ,v=1,--,k;6>0.
Satz 2

Fiir y — 0 und bei festem x gilt

W
M j Ky

Iy (xy) = i ) ST S [l (]
j=1

s=1 r=1

(s) _

+J

h
1 1 ) 1 —h,s -
Z — X (iln— ) X ‘Pg(*:] r1oh) (l) + 0(|y|7+_"+s+6)-
h! Iyl " [yl

h=0

K

Hierbei ist I, (x,y) der Vektor mit den Komponenten [F wy (X, y)]ji:l, [v], , be-
zeichnet die v-te Komponente des Vektors v.

Eine entsprechende Formel kann man auch festes y und x — 0 angeben.

Analoge Resultate gelten auch fiir die Poissonschen Kerne des Problems {L, B}.
Mit Hilfe der oben angefiihrten Abschitzung fiir die Fundamentallosungen wer-
den die Noetherschen Sitze fiir das Problem {L, B} in Banachraumen bewiesen.

Satz 3
Die Operator Randwertaufgabe

k k m
. (s+1)) (5=5i) (s=on)
(L,B): ]_1[ v, (G) - ]—1[ Vs (G) x H VYT (9G)
Jj= i= =

ist genau dann ein Noetherscher Operator, wenn auf der Geraden ImA = p + % -5
keine Eigenwerte der Schar U (1) liegen.

Satz 4

Die Operator der Randwertaufgabe

(L, B} : T1%, C[E,“"”"’) G = TIL, €™ (6) x [T, C;“'“’“) (3G) ist genau
dann ein Noetherscher Operator, wenn auf der Geraden ImAd = 8 — s — « keine
Eigenwerte des Operators A (1) liegen.

Eine weitere Anwendung von Satzl ist die folgende Verallgemeinerung des be-
kannten Maximumprinzips von K.Miranda und Agmon auf Gebiete mit konischen
Randpunkten:

Satz 5 ([9])
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Es sei P ein skalarer elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2m und 2 (1)
ein Operatorbiischel, erzeugt durch das Dirichlet-Problem fiir den Operator P im
Gebiet G (wir setzen t; = 2m, s1 = 0 usw.).

Wenn auf der Geraden ImA = 8+ m + 1 keine Eigenwerte von U (1) liegen, so gilt
fiir die Losung u € Cg“l (G) der homogenen Gleichung P (x, D) u(x) = 0 die
Abschitzung

iyt < € {lllentagy + Il 3)
wobei 7 eine glatte Funktion bezeichnet, die in einer Umgebung des Punktes O
verschwindet. Wenn das Dirichlet-Problem in der Klasse C Zl_l nicht mehr als eine
Losung besitzt, so kann der letzte Summand in der Ungleichung (3) weggelassen
werden.
Die in der Arbeit [8] (s.auch [37]) gefundene asymptotische Formel fiir die Losung
in der Nihe eines konischen Punktes hat die Gestalt

k

1

2 : Dy gidj+ 1 2 : (k=h.po)

‘T Couah ™ ( ) ( )

£ pek Zi i\ By
okt =

Die rechte Seite ist eine Linearkombination von Funktionen, die durch das Ver-
halten des Randes des Gebietes und die Koeffizienten der Randwertaufgabe in die
Nihe der Singularitdt bestimmt werden. Die Abhingigkeit der Asymptotik vom
Gebiet G und den Vorgaben der Aufgabe im Ganzen kommt nur in den Werten
CL’;{ zum Ausdruck. In der Arbeit [10] sind Formeln fiir diese Koeffizienten ange-
geben:

m
Cl = (Lugh)+ > B, Tugl)
h=1

T}, sind die Differentialoperatoren aus der Greenschen Formel

(Lu,v) + Z (Buu, Tpv)og = (u, L*v)g + Z (Snu, Chvhpg
=l =

und §Lj 1)( gewisse Losungen des Problems
(L'vY(w) =0, xeG;(Cpv) (x) =0,x€ IG\O,1 <h<m,

die eindeutig definiert sind durch die Asymptotik in der Ndhe des Punktes O.

6.3 Singulire Punkte des Typs ‘“Nullspitze”

Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Losung in der Nihe solcher
Punkte erweist sich als schwieriger als im Fall “konischer* Punkte. Die Frage
nach der Asymptotik der Losung in der Nihe konischer Punkte wird durch die
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Transformation ¢ = /n|x| auf die Frage nach dem asymptotischen Verhalten fiir
t — oo der Losung einer gewissen elliptischen Randwertaufgabe im Zylinder 2 N
Ri,t € Ry, zuriickgefiihrt. Asymptotische Formeln fiir die Losungen des Problems
im Zylinder mit Koeffizienten, die nicht von t abhdngen, wurden von Agmon und
Nirenberg in der Arbeit [37] erzielt. Den Einfluf3 von exponentiell (fiir t — —o0)
fallenden Storungen der Koeffizienten auf die Asymptotik der Losungen klarte
Kondratjev [8] (s. auch [38]). Es zeigte sich, dal der Hauptteil der Asymptotik
bei solchen Stérungen unverédndert bleibt.

Auf dem Rand dG moge nun eine ins AuBlengebiet von G gerichtete Spitze vor-
liegen. Obige logarithmische Koordinatentransformation fiihrt zu einer Aufgabe
in einem “quasizylindrischen‘ Gebiet. Dieses Gebiet kann mit Hilfe einer ande-
ren Abbildung in ein zylindrisches iiberfiihrt werden, aber die Koeffizienten der
Randwertaufgabe im Zylinder sind gegen Unendlich langsam stabilisierend. Die
allgemeine Theorie aus [37],[38] ist also nicht anwendbar.

Operatorgleichungen mit Koeffizienten, die sich langsam stabilisieren, sind die
Arbeiten [11] - [14] gewidmet. Die Resultate dieser Arbeiten ermdglichen die
Beschreibung der Asymptotik der Losungen elliptischer Randwertaufgaben in der
Nihe singuldrer Punkte der folgenden Typen:

0 b &> 0,

Abb.1: Nullspitze Abb.2. Der Rand strebt langsam gegen einen Konus

Und in einigen Féllen auch in der N#he des unendlichen fernen Punktes.

Wir fithren eines der Beispiele dieser Art an. Betrachtet wird ein n-dimensionales
quasizylindrisches Gebiet G, jeder Schnitt ©Q, dessen mit der Hyperflache x, =
t > 1 durch eine Ahnlichkeitsformation mit dem Koeffizienten 1% (—co < @ < 1)
aus | hervorgeht (s.Abb)
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Abb.3

Es sei {L(Dy, Dy,), By (Dy, Dy, )} der Operator einer elliptischen Randwertaufga-
be im Gebiet G, L ist ein skalarer Operator der Ordnung 2m. Die Eigenwerte der
Operatorschar {L (D,, 1), By (D, A)} im (n — 1)-dimensionalen Gebiet Q; liegen
auf den Geraden ImA = 74,k = 0,+1,--- , 741 < 7. Wir setzen voraus, daf3
auf einer gewissen Geraden /ImA = 7 nur ein einfacher Eigenwert 7, gelegen ist.
Wenn

L(Dy,Dy )u=0inG,B,(Dy,Dy )u=0auf G

fiir hinreichend groBe x; und u (x, x,,) = o (exp (ﬁx}l‘“)) fiir ein gewisses 7 €

(Tg—1,Tx), S0 gilt die asymptotische Formel

il o\ [(x) -
u(x, xp) ~ CxZexp(1 — a/x']’ “)Zgaj (F)X'I’ .
=0\

Hierbei ist ¢ die Eigenfunktion der Schar {L (D, 1), Bj, (D, 1)} zum Eigenwert
Ao, 7y ist eine gewisse Konstante und ¢; sind glatte Funktionen auf Q;.

Wir verweisen auf die Arbeit [25] von Feigin, die die Noetherschen Sitze fiir
allgemeine Randwertaufgaben in Gebieten mit nach auBen gerichteten Spitzen
enthilt.

Fiir allgemeine Randwertaufgaben ist die Asymptotik der Losungen in der Néihe
derartiger Spitzen, die nach innen gerichtet sind, noch unbekannt. Ein Ergebnis
fiir harmonische Funktionen erzielten Verzhbinskii und Masja [15] (s. auch [16]).
Das Gebiet G sei in der Umgebung des Punktes 0 € G ein Rotationskorper:
(x=0r®:0<r<1,0<9 <9}, I@) - mbeir - +0 (s. Abb.4).

g S——_

g
e
=
o
o

e —

Unter gewissen Voraussetzungen beziiglich der Funktion ¢ (r) existiert eine in
G harmonische Funktion u, die auf der Menge dG N {x : 0 < r < 1} verschwindet
und fiir welche die folgende asymptotische Darstellung bei r — +0 gilt:

1 (! dp lncosg
0) = r lexp| —= 1- +o()}].
un=r exp( 2‘[ Pln(ﬂ—g(l))){ Incos 2 o
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6.4 Aufgaben mit mehrdimensionalen Singularitiiten

Wir setzen voraus, dafl der Rand dG eine glatte s-dimensionale “Kante enthilt
und daf} eine Umgebung in G eines beliebigen Punktes der Kante diffeomorph
K@) % RS ist, K" ist ein (n — s)-dimensionaler Kegel.

Nach Fouriertansformation ldangs der “Kante” R® geht die Aufgabe mit eingefro-
renen Koeffizienten in eine Aufgabe im Kegel K"~ mit inhomogenen Differen-
tialoperatoren mit konstanten Koeffizienten iiber. Man kann unschwer die Funk-
tionalrdume angaben, in denen die Noetherschen Sétze fiir diese Aufgabe gelten
([17]), aber das ist noch nicht hinreichend dafiir, dal die Ausgangsaufgabe im Ge-
biet G ein Noetherschen Problem ist. Die Ursache hierfiir besteht darin, dafl das
Vorhandensein eines nichttriviale Kerns (oder Kokerns) der Aufgabe in R"° zu
einem unendlichdimensionalen Kern (oder Kokern) der Modellaufgabe im Gebiet
K" x R fiihrt.

Unendliche viele glatte, im Unendlichen verschwindende Losungen

u(x,z) = f+ooexp(izt— V2 +1 x)g(t)dt, gE C°°(R1),

(o)

hat zum Beispiel das folgende Problem im Ebenenkeil;

G={xy2:zeR x> 0bl<x:

—Au+u=0inG,@=Oauf8G.
dy

Zu einigen Fillen sind Bedingungen fiir die eindeutige Losbarkeit auch fiir inho-
mogene Operatoren bekannt. Dies betrifft, zum Beispiel, das Dirichlet-Problem.
Die Eigenschaften der verallgemeinerten Losungen dieses Problems in einem n-
dimensionalen Gebiet mit (n — 2)-dimensionalen Kanten wurden von Kondratjew
[18] untersucht. Fiir ein ebensolches Gebiet wurden in der Arbeit [17] Bedingun-
gen angegeben, unter denen die verallgemeinerte Losung einer stark-elliptischen
Randwertaufgabe fiir eine Gleichung der Ordnung 2m dem Sobolewschen Raum
H,,, (G) eingehort. Explizite Bedingungen fiir die eindeutige Losbarkeit des Pro-
blems der Richtungsableitung fiir einen elliptischen Operator zweiter Ordnung in
einem Gebiet mit (n — 2)-dimensionalen kanten fanden Masja und Plamenewski
in der Arbeit [19].

Wir fiihren einen der in [19] formulierten Sitze an. Sei G eine offene Teilmen-
ge des n-dimensionalen Riemannschen Raumes R der Klasse C*. G habe eine
kompakte AbschlieBung G und werde durch die (n — 1)-dimensionale Mannig-
faltigkeit G begrenzt. Auf dem Rand 0G sei eine abgeschlossene Teilmenge M
ausgezeichnet, die eine glatte (n — 2)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R ist
und fiir welche die Menge G\ M ebenfalls eine glatte Teilmannigfaltigkeit von
R darstellt. Ferner wird vorausgesetzt, daB die Menge G in einer Umgebung eines
jeden Punktes aus M einem n-dimensionalen Ebenenkeil diffeomorph ist.
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Fiir jeden Punkt z € M sind zwei zu 0G tangentiale (n — 1)-dimensionale
Halbrdume T* (z) und eine zweidimensionale zu M normale Fliche I7 (z) defi-
niert. Mit A (1y) bezeichen wir den Winkel in der Fliache IT(y) (von der Seite des
Innengebietes aus betrachtet), der von den Strahlen 7= (z) N I7 (z) eingeschlossen
wird.

Es seien (r, w) die Polarkoordinaten in der Euklidischen Ebene (yy, y7),

D=y :ze Ry = (1), 120 < a}.

Wir setzen

wig= 3 [, Ppentifas

ky|+lkz|=k

wobeiD? = D! ---DI"? D, = %%, q ist ein Multiindex, |g| = g1 + -+ - g4_2, und

fithren den Raum H,, g (D) der Funktionen u (z, y) mit der Norm

" ;
2
il = (Z <u>m_k,3_k]
k=0

ein. Mit H, _ g (D) bezeichnen wir den Raum der Spuren auf 09 der Funk-
tionen aus H,,g (D). Mit Hilfe einer Zerlegung der Einheit werden die Raume
Hyp) (G),H,_ 18) (8G) mit dem Gewicht DF®@ eingefiihrt, dabei bezeichnen
r(x) den Abstand des Punktes x € G zur Mannigfaltigkeit M, z den zu x
nichstgelegenen Punkt von M und §(z) eine glatte Funktion auf M. Auflerhalb
einer Umgebung von M ist die Norm in H,, g, (G) dquivalent der Norm in dem
Raum von Sobolew-Slobodezki.

In jedem Punkt z € M fiihren wir die Einheitsvektoren 7* € T* (z) N 11 (z) ein und
bezeichnen mit a (z) den Wert des Winkels zwischen diesen (von der Menge G aus
gesehen), v* (z) seien die duBeren Normalen zu den Schenkeln dieses Winkels.
Auf G\ M sei ein nichtentartendes stetiges Vektorfeld /(£) definiert, dal nir-
gends tangential zu G und in das Auflengebiet von G gerichtet ist. In jedem
Punkt z € M mogen die Grenzwerte I* (z) der Funktion [ (£) existieren, wenn &
gegen z strebt von einer der beiden Seiten, in die G lokal durch M getrennt wird.
Wir fordern weiters, da die Vektoren I* (z) mit v* (z) spitze Winkel einschlie-
Ben. Mit A* (z) bezeichnen wir die Projektionen auf 77 (z) der Vektoren [* (z) und
mit y* (z) die Winkel zwischen v* (z) und v* (z) (in dieser Richtung gerechnet),
-1 < 2y* (z) < . SchlieBlich setzen wir noch o (2) < y* (2) + v~ (2).

Es sei A der Laplace-Operator, der der Riemanschen Struktur in G entspricht,
Py = {—Au + Au, %—’l‘}, A ist eine hinreichend grof3e positive Zahl.

Satz 6
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Wenn fiir alle z € M eine der Bedingungen

1279 s<1 1<pe<1-2®
a(y) a(y)

erfiillt ist, so stellt der Operator P einen Isomorphismus
Hyp) (G) = Ho o) (G) X H gy (9G)

dar.

In Fall s-dimensionaler Kanten (s < n — 2) wurde das Problem der Richtungs-
ableitung von Masja in [20] untersucht.

Eine allgemeine Randwertaufgabe fiir elliptische Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung mit komplexen Koeffizienten in einem Gebiet, dessen Rand glatte,
(n — 2)-dimensionale durchschnittsfremde Kanten enthilt, wurde von Kometsch
in der jiingeren Arbeit [21] untersucht. Dort wird vorausgesetzt, daf3 das Gebiet
in einer Umgebung der Kante einem konvexen Ebenenkeil diffeomorph ist. Diese
Bedingung der Konvexitit ist wesentlich fiir die Methode der Arbeit [21], die auf
der analytischen Fortsetzung beziiglich zweier komplexer Verinderlicher beruht
und automorphe Funktionen benutzt. Eine dhnliche Aufgabe fiir Gleichungen mit
reellen Koeffizienten wurde von Masja und Plamenewski in [22] betrachtet. Die in
dieser Arbeit angewendete Methode erlaubt es, Gebiete in die Betrachtungen ein-
zubeziehen, die in einer Umgebung der Kante einem beliebigen Ebenenkeil dif-
feomorph sind. Die Untersuchung des Modelloperators der Randwertaufgabe im
Ebenenkeil wird auf das Studium des Kopplungsproblems mit unstetigen Koeffizi-
enten fiir analytische Funktionen einer Verdnderlichen zuriickgefiihrt. Im Prinzip
wird damit die Uberpriifung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Giiltigkeit der Noetherschen Sitze fiir jede Ausgangaufgabe auf die Berech-
nung einiger Integrale reduziert. Ausfiihrlicher wurde in [22] das Problem mit
Randbedingungen erster Ordnung betrachtet. Dieser Teil der genannten Arbeit
verallgemeinert Resultate des Artikels [19], der dem Problem der Richtungsablei-
tung gewidmet ist — hier wird nicht vorausgesetzt, daf} die Koeffizienten in den
Randbedingungen reell sind.

Die Theorie der Randwertaufgaben in Gebieten mit glattem Rand und mit Rand-
bedingungen, in denen Unstetigkeiten erster Art lings (n — 2)-dimensionaler Teil-
mannigfaltigkeiten des Randes auftreten, wurde von Wischik und Eskin [23] und
[24] entwickelt.

Feigin fand Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Noetherschen Sitze (in Rdumen
mit Gewicht) bei allgemeinen elliptischen Aufgaben in einem Gebiet, dessen Rand
(n—2)-dimensionale Kanten mit nach aullen gerichteten Spitzen enthélt [26]. Auf-
gaben von Sobolewschen Typ in Gebieten mit mehrdimensionalen Singularitdten
studierte Sternin [27].
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In der Arbeit [28] wird eine gewisse Klasse von Mannigfaltigkeiten eingefiihrt, die
mehrdimensionale Singularititen recht allgemeiner Natur besitzen. Die Notwen-
digkeit der Konstruktion einer solchen Klasse trat bei der Untersuchung ellipti-
scher Randwertaufgaben mit “unstetigen Koeffizienten in Gebieten mit
“stiickweise-glatten* Randern auf. In [28] wurde der Versuch unternommen, die-
sen Begriffen eine exakte Bedeutung zu geben. Als Singularititen werden auf dem
Rand “Kanten* verschiedener Dimensionen und alle moglichen
Uberschneidungen dieser Kanten zugelassen, eine ebensolche Menge wird als
Tréger fiir die Spriinge der Koeffizienten angenommen. In [29] wird die Theorie
der Randwertaufgaben fiir elliptische (im Sinne von Duglas-Nirenberg) Systeme
von Gleichungen auf den in [28] definierten Mannigfaltigkeiten aufgebaut. Das
Problem der Beschreibung von Kern und Kokern der Modellaufgabe im Kegel
wird in [29] nicht untersucht, die Bedingung der Trivialitét dieser endlich dimen-
sionalen Unterrdume geht dort in die Voraussetzungen ein.

Explizite Bedingungen fiir die eindeutige Losbarkeit des Problem der Richtungs-
ableitung in Gebieten vom Typ des Polyeders sind in der Arbeit [30] angegeben.

6.5 Quasilineare Gleichungen

In [31] wird Asymptotik der Losung allgemeiner elliptischer quasilinearer Aufga-
ben in der Néhe konischer Punkte beschrieben. A priori wird vorausgesetzt, dafl
die Losung in der Nihe des konischen Punktes keine allzu starke Singularitét hat.
Wir fiihren dieses Resultat an.

Betrachtet wird die Randwertaufgabe

Z Ay (X1, Dy_yu) D"u = Fo (X, u, - -+, Dyj_ju)

0<|a|<2m
Z Ba’j(.x,u,“‘,ij_lu)Dau=Fj(.x,l/l,"‘,ij_1M) (4)
O0<|a|<m;
(j=1,---,D, Dyu ist der Gradient k-ter Ordnung der Funktion u. Mit m bezeich-

nen wir die hochste Ordnung der Ableitungen von u, die in die Koeffizienten von
Aq, By j, Fj der Aufgabe (4) eingehen.
Wir machen folgende Voraussetzungen:

1. In der Umgebung eines konische Punktes gilt

M
Aq (x,§) = rlo2m {Afi (@,6)+ ) A (w,logr &) + 1AM (1, w, f)}

k=1

Dabei ist 0 < Rey; < --- < Reupyr < Repypry1 und Aﬁf) (w, t, &) ein Polynom
in ¢, dessen Koeffizienten glatte Funktionen der Argumente ¢ und w sind, w €
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Q&€ U U ={¢:|¢ < 6,6 = const > 0}. Beziiglich der Funktionen AMD (4 ), 6)
D (1 w) auf [0, 6] XQ ste-

wird vorausgesetzt, daf die Funktionen (rD,) DI A,,

tig sind und Werte aus C* (U) annehmen.
2. Analoge Darstellungen gelten fiir die Funktionen B, ; (x, £).

3. Die Funktionen F; sind darstellbar in der Gestalt

L

Fo(x,)= ) rFj(w,logr &) + " F Ly (r,0,8),
k=1

j=1,---,km—mj<Revjo <Revj) <--- <Revy;<Revp,;

mo =2l, Fy;(w,t,£) sind Polynome in 7, deren Koeffizienten glatte Funktionen
von w,& : w € Q,& € U sind; die Funktionen F, 1,j (1, w, &) geniigen denselben
Bedingungen wie die AE,MH) (r,w, ).

Wir betrachten die lineare Randwertaufgabe im Kegel K"

Z r"’"zmAg (W, 0)DW(x) = fo(x),xe K" w= ﬁ
X

||<2m
DB, (@,0) D W () = f; (), x€IK™O, j=1,--,01 (5
|a|<m;
und setzen
A(w,rD,,Dy)w = Z r"’lAEZO) (w, 0) D*w

|al<2m

By,j(w,rDy,Dy)w = Z r'“'BgB. (w,0) D*w

la|<m;

4. Der Operator A (1) = {A (w,4,Dy,), By, j (w, A, Dw)} der Randwertaufgabe mit
Parameter A im Gebiet € ist elliptisch im Sinne von Agranovitsch-Wischik.

Satz 7

Es sei u eine solche Losung des Problems (4), fiir welche mit einem gewissen

p € (1,00) stets nu € WIZ,I (G) gilt, wie immer auch die Funktion n € C* (6)
mit kompaktem Triger in G\0 gewihlt werde. Weiters wird vorausgesetzt, daf
ue C;J,’"’O) (5) ,B<0.

Dann gilt in der Niéhe eines konischen Punktes

N
u(x) = Z rhay (w,logr ) + RN eay 1 (r,w) , € = const > 0,
=1
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hierbei bezeichnen die /; Linearformen in den Verdnderlichen id;, uj, v j, 1 mit
ganzzahligen nichtnegativen Koeffizienten, und es gilt Rel; < --- < Rely. In
jeder Form I ist nur eine endliche Anzahl der Koeffizienten von Null verschie-
den. In der Zerlegung (6) treten nur die Eigenwerte A; auf, die der Bedingung
ImA; < B -2l + 1 geniigen. Mit Qi (w, 1) sind Polynome in ¢ bezeichnet, deren
Koeffizienten glatte Funktionen von w sind. Diese Koeffizienten sind Losungen
gewisser (explizit beschriebener) linearer Randwertaufgaben im Gebiet Q. Die

Funktion Qn+1 (1, w) geniigt der Bedingung
(rD) D0 (r,w) € C(10,61X Q),  k+[ul = 0,1,

Die asymptotische Formel (6) erhédlt man im Ergebnis der sukzessiven Lineari-
sierung der Aufgabe (4) und der Anwendung der Resultate der linearen Theorie,
die in Punkt 2 beschrieben wurden. Die Moglichkeit einer solchen Linearisierung
wird durch die a priori-Voraussetzung iiber die schwache Singularitit der Losung
in einem konischen Punkt gewéhrleistet.

Das Problem kompliziert sich wesentlich in dem Fall, wo die Losung in der Néihe
eines singuldren Punktes schnell wéchst. Allgemeine Resultate iiber die Asympto-
tik solcher Losungen liegen bis jetzt noch nicht vor. Wir fiihren einen Spezialfall
an, der die Eigenart der Situation illustriert. Betrachtet wird die quasilineare Glei-
chung

uxx+uyy+au)26+bu§:O, (a,b = const > 0)

In dem Halbstreifen {(x,y) : x > 1,0 < y < [} mit dem Randbedingungen

u(x,0) = u(x,l) = 0 fiir x > 1. Wenn beziiglich der Losung von vornherein
vorausgesetzt wird, daf} die beschrinkt ist, so ist sie fiir x — +oco asymptotisch
dquivalent einer der Funktionen

k k
Cexp(—ﬂ)sinﬂ k=12,
l l
(Dies kann aus Satz 7 abgeleitet werden). Wenn die Forderung nach Beschrinktheit

der Losung aufgehoben wird, so 1Bt sich die Existenz von Losungen der Gestalt

b\Iax . WY COS(\/%(%_%))

u(xey) = _log e(a) T‘Sin_ + +0(676x)

! cos(\/”az’%)

zeigen, wo ¢ = const > (0 ,(b—a)a‘1 #m?,m=1,375---.

Hier wird der Hauptteil der Asymptotik sowohl von der linearen als auch nichtli-
nearen Gliedern der Gleichung bestimmt (unveréffentlicht).

Eine Vielzahl interessanter Aufgaben, die mit der Beschreibung des Verhaltens
der Losungen in der Nihe singuldrer Randpunkte zusammenhédngen, tritt in An-
wendungen auf, insbesondere in der Elastizitétstheorie und in der Hydrodynamik.
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Eine asymptotische Zerlegung der stetigen Losung des Dirichlet-Problems fiir
das zweidimensionale System der Navier-Stokes-Gleichungen in der Nihe eines
Eckpunktes wurde von Kondratjew [32 ] angegeben. Abschétzungen in Hj., (G),
a > 0, der verallgemeinerten Losung desselben Problems wurden von Oganesjan
in der Arbeit [33] abgeleitet (aus diesen Abschitzungen folgt die Stetigkeit der
Losung in G und damit die Giiltigkeit der in [32] angegebenen asymptotischen
Zerlegung einer Losung aus H; (G).

In der Arbeit [34] von Masja und Plamenewski wird die verallgemeinerte Losung
Ve H (G) des Problems

AV + (V.grad)V +gradp = | inG € R’ (6)

divy =0in G, V auf G

unter der Voraussetzung untersucht, dafl der Rand glatte durchschnittsfremde Kan-
ten enthilt. Es wurden Abschitzungen der Losung und des Greenschen Tensors
der linearisierten Aufgabe erzielt, aus denen insbesondere folgt, dal} fiir f €
L;(G), s > % die Losung der nichtlinearen Aufgabe (6) holderstetig ist. Ferner
wurde eine asymptotische Zerlegung der Losung der Aufgabe (6) in der Néhe der
Kanten angegeben. Explizit wurde der Hauptteil dieser Zerlegung angegeben, der
durch den linearen Teil der Aufgabe bestimmt ist.
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Summary

This paper is a survey of my work in analysis and elliptic partial differential equa-
tions published in 1960 - 1975. The main topics in the consideration are the fol-
lows:

1. The analyticity and differentiability of the solutions of elliptic equations of any
order

2. Non-coercive boundary value problems and the problem of the directional de-
rivatives

3. The theory of capacities and elliptic equations

4. The Cauchy problem for elliptic equations (uniqueness, approximation, norma-

lity)
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5. Elliptic boundary value problems in regions with infinite boundaries
6. Elliptic boundary value problems with discontinuous coefficients in areas with
piecewise smooth boundaries

In 1960 I graduated from the Department of Mathematics and Mechanics of Le-
ningrad University and in May 1975 I gave a plenary lecture in Halle at the mee-
ting of the Mathematical Society of GDR dedicated to the thirtieth anniversary of
liberation. The title of my lecture was exactly the title of the present survey. The
text was sent to a printing house in Berlin where it was rotaprinted in Sonderheft
1/1975 of Mitteilungen of the Mathematical Society of GDR. In a few months I
was informed by German colleagues that fire happened in the printing house and
that the run of the special issue with lectures of Soviet mathematicians burned
down. As far as I know my lecture was reviewed nowhere and even if some of its
copies survived, they seem to be highly inaccessible.

However the themes discussed in that lecture are still interesting, in my opinion, in
spite of the half-century that passed. Most of the problems I formulated in 1970s
can be stated again.

This is why I decided to publish the present survey and I hope that it can be of
interest not only from the historical point of view.

There is also another reason for my wish to publish this material, which is of per-
sonal character. 50 years ago, in autumn of 1971 I visited Tbilisi for the first time
and spoke about some of these problems at the Symposium on Continuum Mecha-
nics and Related Problems of Analysis organized to celebrate the 80th anniversary
of N.I. Muskhelishvili. During that unforgettable meeting S.G. Mikhlin presented
me to Aleksander (Yasha) Khvoles, excellent mathematician and outstanding per-
sonality. Soon he and his wonderful family became my dear friends. Now, I am
honored to publish this paper in Tbilisi, in Yasha’s loving memory.
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